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MArRIO DE SALvVvOo (%)

Su le potenze ad esponente intero in un ipergruppo

e gli ripergruppi (**)

Introduzione

Ricordiamo alcune definizioni ed alcune proprietd di carattere introduttivo.
Se A & una parte non vuota di un semi-ipergruppo H = {(H, o>, 4 & com-
pleta se Yn € N* e Y(wy, &3, ..., 4,) € H* taleche o[ | », N 4540, allora o[ », c 4.

=1 i=1
3i dice chiusura completa di 4 in H e si denota con ¥y(4), lintersezione

delle parti di H che sono complete e contengono 4. Se 4 = {#}, scriviamo
Bulw) invece di Fu({x}).
Se B & una parte non vuota di un ipergruppo H, allora €x(B) = |J %u(b).
Se B & un iperprodotto, allora %u(B) = ¥u(z) Yz c B. bex
Viene denotata con S la chiusura transitiva della relazione f; cosi definita:
n
@fy y se, e solo se Ine N*, (2,2, ..., 2,) € H* tale che {w, y} co[] 2.

i=1

B noto (vedi[9]) che la relazione %y se, e solo se, @€ Fu(y) & una
equivalenza ed inoltre f = y.

Si indica con ¢: H — H/f; la proiezione canonica; se H & un ipergruppo,
allora H /,8:, & un gruppo e quindi ha senso definire il cuore di H come nucleo
di ¢ e lo si denota wy.

Per ogni elemento « di un ipergruppo H, si dimostra che ¢~'(p()) = Fu(®).
Inoltre, se B & una parte non vuota di un ipergruppo H, si ha Bowy
= wgyoB = Ey(B).

(*) Indirizzo: Dipartimento di Matematica, Via C. Battisti 90, 98100 Messina, Italy.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.8.A.G.A.(C.N.R.) -——Ricevuto: 24-I1X-1984.,
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410 M. DE SALVO [2]

Un ipergruppo H & completo se V(z, y) € H? woy = Bylaoy).

Un ipergruppo H & regolare se ha almeno una identitd bilatera e ogni ele-
mento ha almeno un inverso bilatero [3];.

Se S & una parte non vuota di un ipergruppo H, si denota con (S8} il piu
piceolo sotto-ipergruppo parte completa di H, contenente S. In particolare,
diciamo che H & fortemente ciclico, con generatore z, se H = {{z}>.

Un semi-ipergruppo H si dice s-semiipergruppo, con re N*, se Voe H si
ha |Culw)| =

In 1 si introducono le potenze ad esponente nullo o intero negativo in un
ipergruppo e si mettono in luece numerose proprietd che le riguardano. Quindi
si dd una condizione necessaria e sufficiente perche un sottoinsieme di un iper-
gruppo sia sottoipergruppo parte completa.

In 2 si approfondisce la teoria degli r-ipergruppi, ottenendo in particolare
risultati sugli r-ipergruppi fortemente ciclici, di cui si determina, tra 1'altro,
il numero degli elementi che possono fungere da generatori.

1 - Potenze ad esponente intero in un ipergruppo

Supporremo da guesto momento in poi che H = (H, o) sia un ipergruppo.
E noto che in un ipergruppo non vi sono necessariamente identita e ogni ele-
mento non ha in generale degli inversi. Possiamo considerare, analogamente
al cuore di H, per ogni elemento x di H, I'insieme degli elementi che stanno
nella, retroimmagine tramite ¢ dell’elemento @(z)~%, e porre #~1= @~ (p(z)1).
Si possono allora definire in H le potenze ad esponente nullo o intero negativo,
di un elemento x, in questa maniera:

Def. 1.1. a®W= wy; al-m= (a-0)» Vme N*— {1},
Analogamente VA € Z(H)— {#} si pone

Def. 1.2. A= @y; A= ]al"3; AF-m= (AF1)m VYme N*— {1}.
a€d
Si noti che lesponente nullo o negativo ¢ posto fra parentesi quadre allo

scopo di distinguere le potenze ad esponente nullo o negativo in un ipergruppo H

da quelle nel gruppo H/f,. Ovviamente se H & un gruppo, allora Vm e N*
m[-m] = g,

Osservazione 1.1. Si osservi che si pud dare la seguente notevole
caratterizzazione dell’insieme ai—1

= {g'e Hlwot' C wy} = {#" € Hfaz"ox C wy} .
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Dim. Se z'ex4, allora ¢(2') = @(z)™!, da cul ¢(2)-¢(z') =1, quindi
@(zoz') = 1, ciot wow' C wy. Analogamente il viceversa e la seconda ugua-
glianza,

Proviamo il
Lemma 1.1. VmeN* VzeH si ha che o™ & parte completa di H.

Dim. Vueo si ha U= %y(u), quindi #-7 & parte completa
di H. Ym > 1, segue dalla Def. 1.1. che #i-™1 ¢ prodotto di parti complete e
percid & parte completa.

Proposizione 1.1. VneN*, V(a, ¢, ..., @,) € H* $i ha (a;0a50...a,)
— i1l 1 [—1]
= a, Hoa,Mo...0ar7t.

Dim. Bia z€ (a,0a.0...0a,)"1, allora per la Def. 1.2 esiste & € a,0a,0...0a,
tale che z € atY, da cui g(z) = @(z)1. Ma @(z) = @(a,)- <p(a2) . @(a,), per cui
@) = @) @A) (@)™ Se byeal™, b, eal L b ed™, al-
lora si ha @@)t= @) = p(b) @bu)-. <p(b1) == (b, o b,,_1 o ...ob,), ciod
268y (bn0b,"0...0by)=C(04) 0 Cu(bn—) © O%(bx)C%(a[_”)O%(a[“ﬂ)f’--ﬁ%(“[f”)
(per il Lemma 1.1)= a,[‘“”oa,[“jl]o...oa[‘ﬂ Viceversa, sia w € alloal"o. . .0al-1),
allora esistono b,eal™, b,,eal?l ... b, eal™ tali che web,ob, jo...0b;,
da cui

P(w) = @(bn) P(buv)eoe @(b1) = @(@n)™ P(@ney) ™ oo lay)
= (@(ay) P(as) ... @(ay))~ = (plagoaso...0a,))t = p(z)~!

Yo € ayo0as0...0a,. Cosl w € 31 (a,0040...0a,)1,

‘Osservazione 1.2. La Proposizione 1.1 si pud generalizzare ad n
sottoinsiemi qualunque di H, cioé

V(dy, 4y, ..., 4,) € [9” H)— {B}1"  (diodyo...0d,) = Ao Ao, 0al™1),
Proposizione 1.2.

(1.1) VeeH siha zoxt1= gi-Yox = wy;

(1.2) VYneN, VoeH si ha zrort= gl-log" = wy.

Dim. Perla Osservazione 1.1, zogl-1= U moz’ c wy. Viceversa, sia 4 € wy.
te 1]
=¥
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Allora dy e H tale che ueaxoy. Applicando ¢ si ha ¢(u) = @) ¢(y) ciod
1= @) @y), da cui @(y)= @(x)~! e pertanto yeat-1 Cosi u €woal=" e
resta provata la (1.1). Proviamo la (1.2): per #» = 0, segue dalla Def. 1.1;
per n =1, segue dalla (1.1); per n =2, si ha 2%0a~= gogoz oyt
== go(gort)ozt-= gowyoxt 1= poBy(a!=1) = (per il Lemma 1.1) = moal-!
= wy. Supponiamo che la tesi valga Vk<<n; allora aroxll= gro(al-11)*
= gho (al-1)rLlogl-N= pog logl-"+ogl-11= (per 'ipotesi induttiva) = vowyor-
= po¥u(xt1) = goxl-1= wy. Similmente si prova che z~"lox" = cwy.

Lemma 1.2. YzeH si ha (o)1= Fyla).

Dim. Sia ze (o)1) allora do’ € -1 tale che ze (') Da o’ e a1
segue p(z') = p(z)~1. Da z € (2")"11 segue ¢(2)= @(x')~*. Pertanto @(z) = ¢(z),
ovvero zﬂ;m, da cui ze @y(x). Viceversa, sia ze Gu(w), allora @(z) = p(x).
Certamente 32’ € H tale che @(2') = @(2)™, per cui ze ¢ (p')~!)= (/)11
Ma ¢@(r) = @(2) e quindi @)= @)= @('), da cui 2'ea-7 e cosi
2 € (w11,

Lemma 1.3. VAeZH)— {#}, Vme N* A" ¢ parte completa di H.

Dim. A= |Jqa~1 ¢ poiché Yo A a1 & parte complets, segue che
GEA

A1 & parte completa di H. Vm>1 Al-mi= (A-1y» ¢ poiché il prodotto di
parti complete & parte completa, segue la tesi.

Lemma 1.4. VAePH)— {#}, Vme N* si ha AmoAl-"l= Al-mlo 4™ > wy.

Dim. Bia m = 1. Allora Ye e 4, segue dalla Proposizione 1.2, aoql-1
= @y e quindi wyc dodF1. Vm>1, AmodAl-"1= Amo(Al-1))m= Aodo...cd

m—1 volte

o(AoA-1)o A-1lo AT-1lo,, 0 A1) dodo...cdowyo Al-1lo Ao, 0 AT-1,
T L volte T aivolte T velte

Poiché dowy= wgyod, iterando il procedimento, si perviene alla tesi.

Proposizione 1.3. V(m,n)e N*XN* VoecH, VA PH)— {#} si ha:
gl—m+nl se m>n
(1.3) amlogn — <

Culz)™ g6 m < n;

(1.4) Abmlodns Al-minl g6 m>n, At=mlo An 3 Gy(A)™ 58 m < n;



[5] SU LE POTENZE AD ESPONENTE INTERO IN UN IPERGRUFPPO ... 413

(1.5) alt-mlogi—nl = gl-m—nl; (1.6) Al-mlo Al-nl— Al-m—al,
(LT) (f=m)r = ()21 = gl (1.8) (A©m)r = (Am)is = AT-m;
(1.9)  (pl-mhi-nl= Gy(a)m»; (1.10) (4rm)nl—= Fy(Ad)mn .
Dim.
(1.3) plmlogh = (pl-mog? = gl-Yogl-o.., 0zl Uogozo..,00 .
T votbe TTw velte

Allora, se m >n, dalla Proposizione 1.2, segue at-™log» = (sl-)" "oy
= GulatNm—r= Fg(al-mt1) = (per il Lemma 1.1) ot-nt1 Se m < n, si ha
.’I}‘[_m]O.’,U" —_— C()HO(L’"-'” — gﬂ(wn-m) — %H(m)n—m-

(1.4) Come (1.3), tenendo presenti i Liemmi 1.3 e 1.4,

(1.5) gl-mlopl—l — (x[-—ll)mo(m[—ll)ﬂ — (m[—-ll)m+n = gl-m-nl

(1.6) Come (1.5).

(1.7) (m[—m])n j— (($[—1])m)11 — ($[——1])mn — m[—-mn];

per la Proposizione 1.1

(m)i=n = ((@m)=1) = ((@F)m) = (@B — glomn,
(1.8) Come (1.7), tenendo conto della Osservazione 1.2.
(1.9) (@)= = [(a-)mfi= {[(a-)m -} (per (1.8))
— {[(@-1)-1)m}e — (per il Lemma 1.2) = Gpu(z)™ .
(1.10) (AFr)Enl= [(ATU)nl-m= {[(AF1)m]-0s = (per (1.8))
= {[(A-)-upms = {[( aLeJAa“”)[‘“] mi» — (per il Lemma 1.2)
= [(}i%(“))’"]"= {[Ca(4)]"}r = Cul(d)™ .

Nota 1.1. Ricordiamo che si denota V(z,y) € H? afy= {a € H/|x € aoy},
N2 = {be Hlzcyob} e

V(4,B) e (PH)— {0} AB=Uapb, BAd=Ule.
bz tes
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Proposizione 1.4.

(1.11) VeeH si ha og/z = o= 2\ oy;

(1.12) YneN*, VeoeH st ha wgler = "= 2™\ wy .

Dim. (1.11) Sia @' €213, allora per la Osservazione 1.1, 2’ox C wy, da
cui Ju € wy tale che «ea'ow, quindi ' € u/w C wyfr. Viceversa, sia u € wy/w,
allora dv € wy tale che wevfz, da cul veuor ¢ applicando ¢ si ha ¢(v)
= @(u)-@(x) e poiché @(v) = 1 ne segue g(u) = @(z)7*, ciot u € a1, Pertanto
wyfr = «t-1, Analogamente si vede che o™\ wy= a1,

(1.12) Sia zeat"= (¢, allora esiste {ay, as, ..., .} C 211 tale che
2 € 4;0050...00,, da cul @(&) = p(a;) (@) ... p(e,) = @(x)™. Si ha ¢zoa™)
= @(#) p(@") = p(z) " p(z)*=1, e pertanto zoas"C wy. Allora Ju e wy tale
che # €zox® e quindi z € ufz” C wyjar. Viceversa, sia u € wyfor, allora Jv € wy,
da e tali che v €v/a, da eul v€uoa e applicando ¢ si ha p(v) = g(u) @(a)
= @(u) p(a") = p(u) p(z)" cioe 1 = g(u) p(=)", da cui p(u) = p(z)™" = [p(z)"]?
= [p(@")]?. Allora Ywea® wew e percid u e (z)-= gi— ovvero
wgla® C gl

Proposizione 1.5. V(z,y)eH?, Yucaly si ha
Culu) = Calwly) = o/Fuly) = Cala)/y = Cal®)[Culy) .

Dim. Certamente @y(u)C Cu(v/y). Da wex/y segue zecuoy, da cul
p(z) = @(u) ply) e quindi @(u) = @) py)*. Sia ze€ Bulzfy); allora Jw e xfy
tale che 2z € Gu(w); da w e xfy segue & € woy e quindi g(w) = @(x) @(y)~L. Per-
tanto @(w) = @(u), ma z € Gx(w) implica @) = p(w) e quindi @(z) = @u)
ciod z € Fy(u). Resta cosi provato che

(1.13) Culafy) = Culu) .

Sia u' € Gu(zly); allora v exly tale che w' € Fy(v); vealy implica x e wvoy,
da cui @(z) = () @) = p(u') @¢(y) = p(w'oy). Pertanto e Cu(u'oy) = u’'
o¥y(y), da cui Jy’ € Gu(y) tale che zeu'oy’ e cosi 4’ €y’ C #/Bu(y). Quindi
Culzly) C #/Bu(y). Viceversa, sia wex/%y(y); allora Iy’ € Fu(y) tale che
wezly, da cul zewoy’. Pertanto ¢(z) = @(w) @ply') = p(w) p(y), ovvero
o(w) = @(@) - p(y)1 = p(u). Cosl we Cx(u) = Culw/y) (per (1.13)). Si & cosi
provato che

(1.14) Culwly) = [Culy) .
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Sia a € x/Cu(y); allora dy' € Exly) tale che aeafy’, da cul z € aoy’. Percid
Cu(@) = Cul(a)oCu(y’) = Cula)oCuly) = Culacy), da cui aoycC Ey(x); allora
du’ € €y(x) tale che »' € aoy, da cui a €' [y Cc Cu(z)/y. Cosl x/Culy) C Cul)]y.
Viceversa, sia z € Gx()/y; allora 2’ € €y(x) tale che zea'fy, da cul &' €zoy;
percid @(z')=g(z)=p(2) -@(y), cioe @(@)=@@) ey) " =gp(4) ¢ quindi ze%;(u)
= Culx[y) = x[Cx(y). Pertanto si ha

(1.15) 0/Galy) = Cala)y .

Infine certamente %gx(x)/y C Culw)/Culy). Sia 2 € Cul2)/Culy); allora Iz’ € Crn(x)
ed dy' € Gu(y) tali che zea'fy’, da cul o' €zoy’ e applicando ¢ si ha ¢@')
= @(2)-@(y'), ciod @) = p(&)-p(y), da cul @(z) = p(@) py) = p(u) ovvero
2 € Culu) = Gulaly) = 2/Cu(y) = Cul(x)/y. Si & pertanto dimostrato che

(1.16) Calw)ly = Cule)[Cauly) -

Corollario 1.1. VY(x,y)e H?
oyt = Gy(aly) = Gul@)ly = v|Euly) = Cul)|Culy) -

Dim. Sia weasfy; allora v cuoy da cul @) = p(u)-¢y) e p(u) = ¢(z)
‘@(y). Sia ze€xoyl-1l; allora Iy’ €411 tale che zewoy’, da cui @)= p(x)
‘ply') = @(@)-p(y)1. Pertanto ¢(e) = p(u), cioé ze Ey(u), da oui woyt—
C Culu) Yueafy. Viceversa, sia u' € By(u); allora p(u') = plu) = @) @y)?
= (per qualunque ¥y’ €y™1) @) @y') = p(@cy’), da cul u' € Bulwoy’)
C Gu(woyl11) = poy1, Pertanto Fu(u) = xoy~1! Vu € a/y. Dalla proposizione
precedente segue la tesi.

Nota 1.2. Se H = (H,o> & un ipergruppo regolare, denotiamo con
I(H) I'insieme delle identita bilatere di H e Vo € H denotiamo con ¢(x) insieme
degli inversi di », cioé

BH) = {ecHNz e H z € (eom) N (woe)};
i(@) = {2’ € H[3e € B(H) tale che ¢€ (wox') N (¢ oz)} .

Proposizione 1.6. (a) Se H & un ipergruppo regolare, allora Yo e H
i(w) cat-11; (b) se H & un ipergruppo completo, allora YVxe H i(x) = a1

Dim. (a) Sia ' €i(w); allora Jdee E(H) tale che ¢cwoa’, da cui ¢(e)
= @(z)-p(x'), cioé 1 = p(z) p(@’). Percid @(=') = @)~ ovvero z’' e al-1,
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(b) Se H & completo, allora, H & regolare (vedi[4]), e quindi per (a), basta
provare che at-Yci(x). Sia 2’ €21, allora, per la completezza di H, si
ha won' = woBu(s'). Ma, essendo o' eal~1, si ha Fu(w')= a1, e cosi
wow' = wox~U= wy per la Proposizione 1.2. Ma & notec che in un
ipergruppo completo, wyz= F(H), vedi [4], e pertanto 2'ei(x). Cosi
i(x) = af~1,

Osservazione 1.3. Si noti che in generale, essendo V(z,y)e H*?
x|y C Culxly), segue dal Corollario 1.1, a/y C woyt-1. Tuttavia, se H & un iper-
gruppo completo, allora V(z, y) € H?, z/y = woy11; infatti & noto, da (25) di [1],
che Vy' €i(y) si ha a/y= moy’. Pertanto zoi(y) = J woy’ = xjy. Ma, per la

v'€ilw)
Proposizione 1.6, i(y)= 91 e quindi zoyl~11= 2/y.

Proposizione 1.7. (I) Vo€ wy o= oy ¢ quindi o= wy;
(I1) Yo e H le condizioni seguenii sono equivalenti:

(1.17) ot1= Gy(x); (1.18) =z eal-1;

(1.19) p(x)<2 (ove con p(x) si indica il periodo di », ciod il piv piccolo
intero positivo m tale che o™ C wy)

Dim. (I). Veeawy @@)=1= @), da cul zcal~l. Ma Fy(z) = x1
e quindi wy= ot

(II) (1.17) implica (1.18) banalmente; (1.18) implica (1.19); infatti: se xewy
allora p(x) =1; se ¢ wy, da weat~! segue @(x)= @(x)™!, ciod @a?) =1,
da cui #®C wy, Ovvero p(x) = 2. Proviamo infine che (1.19) implica (1.17):
se p(x) = 1, allora # € wgy, da cui per (I) siha a'U= wy= Fu(x); se pz) = 2,
allora @wox C wy, da cui zeal-11 e a1 = Fy(x).

Proposizione 1.8. V(z,y)eH: gl-Y= y-1 g¢, ¢ solo se, wﬂ;y.

Dim. af,y implica g@(@) = @(y), da cui @)= @y)~'; ma allora
e Y p@)™1) = g~ (p(y)), cioé xl-1= y-11. Analogamente si prova il viceversa.

Proposizione 1.9. Se K é un sottoinsieme di H, allora K é un sotto-
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ipergruppo parte complela di H se, e solo se, sono soddisfatie le seguenti tre
condiziond.

(1.20) wypcK; (1.21) Y(a,b)e K* aocbc K; (1.22) a€ K implica a-*c K.

Dim. Sia K sottoipergruppo parte completa di H; & noto (vedi[3],)
che il cuore di un ipergruppo & lintersezione di tutti i suoi sottoipergruppi
parte completa e quindi vale la (1.20). La condizione (1.21) ¢ banalmente sod-
disfatta. La condizione (1.22) segue dal Lemma 1.1 di[6];. Viceversa, per (1.21),
K & sottosemipergruppo di H. Sia {a, b} c K. Certamente esiste € H tale che
acbox, da cui g(a)== @) @) e @)= @b)*-pa). Sia b b1, allora
o(b') = p(b)~, per cui g(@) = p(b') pla) = p(¥'oa); ma per (1L.22), V'€ K e
per {1.21), boac K, da cui ¢(@)e @(K), cioe ze g lo(l) = Gu(K)= wzoK;
ma wyCK e cosi we K. Analogamente si prova che esiste we K tale che
a ewob. Cosi K & sottoipergruppo. Per (1.20), u(K) = Kowyz= K e quindi
K & parte completa.

Corollario 1.2. Se K é un sotivinsieme di H, allora K & un sottoiper-
gruppo parte completa di H se, e solo se, vale la condizione seguente

(1.23) V(a,b)e E*  aob-UcK.

Dim. Sia K sottoipergruppo parte completa di H e sia {«, b} c K. Per
(1.22), b-U¢c K e quindi da (1.21) segue aob=1c K. Viceversa, sia « € K, allora
da (1.23) segue acal-11c K, ciod, per la Proposizione 1.2, wy C K e cosi vale la
(1.20). Sia z € a1, allora © € Gy(x)= wowy C al-Yowy, C a1 K C (per (1.23)) c K.
Quindi vale la (1.22). Sia {a, b} c K; allora aob C ao%y(b) = (per il Lemma 1.2)
ao(b--11= [ J got~1, ma da (1.22) segue b-c K e quindi, per (1.23),

sepl=11
aott-11c K Vt. Pertanto aobc K e vale (1.21). Per la Proposizione 1.9, K &
sottoipergruppo parte completa di H.

Proposizione 1.10. (A) Sef: H — H' é un omomorfismo di ipergruppt,
allora Yo € H {1 c [f(@) . (B) Se 1 é un isomorfismo, allora Vo € H, f(«)

= [f(@)]J1.

Dim. (A) Sia zef(a-1), allora Ja' € 41 tale che 2z = f(z'). Proviamo

che p(z)=[p(f(2))]=1; ¢) o(f(x))=0({(") p(f(@)=@(f(@")of(2)) = p(f(a'ox)).

Per la Osservazione 1.1, 4oz C wy € pertanto g(2)-p(f(#)) C ¢(f(wa)) C p(we) = 1.
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Cost ze[f(w)I-1. (B) Sia w e [f(»)"1. Allora per la Osservazione 1.1, wof(x)
C oy . Per la surgettivita di f, 3a € H tale che w = f(a) e cosi f(a)of(®) C wy.
Poiche f & isomorfismo, wy = f(wy) (vedi (4) di[l]), e pertanto f(a)of()
= f(aox) C f(wn), da cui aox C wy. Ancora per la Osservazione 1.1, a & a1
e quindi w e f(zt1),

2 - Alcuni risultati sugli r-ipergruppi

Proposizione 2.1. 8ia H un r-ipergruppo; allora H é un gruppo se,
e solo se, ¢ =1.

Dim. Se H & un gruppo, certamente Vo € H %x(«) = {«} e quindi » = 1.
Viceversa, sia H un I-ipergruppo; allora Y(z,y) e HXH, se {u, v} Cwoy, si
ba €u(u) = Culwoy) = Cu(v) e quindi w = v, ciod |woy| = 1.

Nota 2.1. Nel seguito considereremo solo s-ipergruppi propri, cioé non
aventi struttura di gruppo (» > 1).

Lemma 2.1. 8ia H un ipergruppo e siano z,y due elementi di H di pe-
riodo finito, tali che wfny; allora {{w}) = {{y}>.

olz) (v}
Dim. Peril Teorema 1.6 di [6]; si ha {{w}> = P Gula?), {y}> = @ Culy?),
=1 =1

ove con il simbolo (P si intende unione disgiunta. Per la Proposizione 7 di [8],,
p(@) = p(y) = m. Inoltre VYie {1,2,..., m}, poiché esiste un iperprodotto P
di elementi di H, tale che z€ P>y, si ha Gu(at) = Gu(P?) e Gulyt) = Cu(P?),
cloé Gyu(w!) = u(y®) e pertanto {{w}> = ({y}>.

Teoremsa 2.1. Sia H un r-ipergruppo fortemente ciclico, generato da
un elemento a di periodo finito n; allora Ym € N* tale che m divide n si ha che H
ha uno ed un solo sottoipergruppo di ordine rm; e tale sotioipergruppo & fortemente
ciclico ed & generato da Yu € a*™. Questi sono tutti ¢ soli i sottoipergruppi di H.

Dim. Per il Corollario 1.3 di[6],, |H|=|<{{a})>|=rn. Per la Osserva-
zione 1.3 di [6];, H/ﬂ;: {p(a)). Per il Corollario 1.2 di[6];, p(p(a))=p(a)=n
e quindi |H/fy| = n. Per il Teorema 1.13 di[10], Ym € N* tale che m divide
nH/ﬂ; ha un solo sottogruppo § di ordine m. Sia K = ¢=1(S). Per (1)
di [1], K & sottoipergruppo di H. Per la Osservazione 1.4 di [6],, K &
r-ipergruppo e quindi |K| = rm, essendo |@p(XK)| = |8| = m. T noto che
8 = {@(a)*I=, quindi Yu € an/=, § = {p(u)), da cui per la Osservazione 1.3
di[6];, K = {{u}>. Si noti che per il Lemma 2.1, K non dipende dalla scelta
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dell’elemento « in a»/™, Proviamo che K & Punico sottoipergruppo di cardinali-
t4 rm. Sia 7 un sottoipergruppo di H tale che |T'|= #m. Per la Osservazione 1.3
di [6],, T & fortemente ciclico e pertanto T'/8; & sottogruppo ciclico di H //5‘;,
con |T/f;] =m, ma allora T/f, =8, ciod ¢(T) = p(K), da cui p-te(T)
= ¢lp(K), cioé €u(T)=%xK); allora dalla Osservazione 1.4 di[6];, segue
T = K. Per il Teorema 9 di [8], questi sono tutti e soli i sottoipergruppi di H.

Nota 2.2. Si pone YneN*— {1}, @(n) uguale al numero degli inieri
minori di n e primi con n e (1) = 1. I altresi noto che se § & un gruppo ci-
clico di ordine n, il numero degli elementi di § che possono fungere da gene-
ratori & pari a ¢(n).

Lemma 2.2. Se H & unipergruppo fortemenie ciclico, posto Gy = {w € H

z genera H}, si ha Gy = @ Cula).
zerp'lwﬂlﬂg)

Dim. Sia x€ Gy, allora per la Osservazione 1.3 di[6];, ¢(z) € Gus), €

quindi z € ¢~ (Gaygy). Viceversa, sia z€ @ Bulx), allora Iy e ¢~ (Gasp})
”E"’_’“’B/ﬂg)

tale che 2 € Bu(y). Da y € g~(Gajpt) segue @(y) € Guipl. Da z € Culy) segue ¢(2)
= ¢(y), cioé ¢(2) € Gapl. Pertanto, ancora per la Osservazione 1.3 di [6];, si
ottiene 2z e Gy.

Teorema 2.2. Se H éun r-ipergruppo fortemente ciclico, con |H /ﬁzl =,
allora |Gy| = r-@(n).

Dim. Subito dal Lemma 2.2, dalla Nota 2.2 e dalla definizione di
r-ipergruppo.

Proposizione 2.2. Se H é un r-ipergruppo finito ¢ a é un elemento
di H, allora pla) divide |H[By|.

Dim. Sia |H| ==, |H/f}| = ¢. Per il Corollario 1 di [8],, H & di tor-
sione e sia p(a)=m. Per il Corollario 1.3 di[6],, si ha che |{{a})|=rm. Per
il Teorema 9 di[8,, |({a}>| divide |H|, cioé rm divide n, ma n = rq e per-
tanto m divide g¢.

Proposizione 2.3. Sia H un r-ipergruppo ¢ sia |H|B,| = p, con p
numere primo, allora H é fortemente ciclico.

Dim. Certamente |H| = rp. Dalla Proposizione 2.2 segue Va € H — wy
pa) = p. Allora |{{a}>| =rp = |H]|, pertanto {{a}) = H.
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Proposizione 2.4. In un r-ipergruppo H, wy & Puwico sottoipergruppo
proprio parte completa se, e solo se, |H /ﬂ; = D CON P NUMEro Primo.

Dim. Sia |H /ﬂj;] = p e sia K un sobtoipergruppo parte completa di H
diverso da wy; K & un r-ipergruppo, quindi |K| =rs conse N+ — {1} (se
s ==1, poiché K >wy e |wg| = r 8i ha K = wy).

Per il Teorema 9 di [8],, | K| divide |H |, cioé rs divide rp, da cui, essendo p
un primo, si ha s = p. Allora K = H. Viceversa, sia a« € H — wy. Allora, per
le ipotesi, ({a})=H e quindi H & fortemente ciclico. Per la Osservazione 1.3
di [6],, H[By ¢ un gruppo ciclico. H/f}; non pud essere infinito, perché altrimenti
avrebbe infiniti sottogruppi e H, sempre per la Osservazione 1.3 di [6],, avrebbe
infiniti sottoipergruppi parte completa, contro le ipotesi. Sia |H/fL| = ¢
con 9 non primo. Allora ¢ = uv con #>1 e v > 1. Certarmente H/ﬁ; = {p(a))
e quindi per il Corollario 1.2 di[6], si ha p(a)=p(p(a))=¢. Segue pertanto
dal Teorema 2.1, che esiste un sottoipergruppo K, parte completa di H, di
cardinalitd rv e poiché u > 1, K & diverso da wy, il che & assurdo.
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Summary

In 1 one introduces the powers of an element x of a hypergroup H, when the exponent

i a negative integer or zero, in this way: = wg; a1 = g~ g(w)™1); sl = (g™
Yme N*— {1}; and one brings out several properties about them.

In 2 one obtains results about hypergroups which have classes mod B of constant,

finite cardinality r (r-hypergroups).






