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MArRCO BARONTI (%)

Algebre di Banach 4, di gruppi localmente compatti (**)

Introduzione

Sia & un gruppo localmente compatto e sia p € [1, 4 oo). Siano inoltre L?(G)
Pusuale spazio complesso di Lebesgue con la misura normalizzata di Haar dw;
C(&) lo spazio delle funzioni continue su & a valori complessi aventi supporti
compatti e Cy(GF) lo spazio delle funzioni continue su G che si annullano
allinfinito. T

Siano A4,(G) Palgebra di Figa-Talamanca di & e B,(G) lo spazio dei molti-
plicatori puntuali di 4,(G@) [4].

In {7}, Lohoué dimostra che se G, e G, sono due gruppi abeliani localmente
compatti tali che 4,(G) e 4,(G,;) sono isometricamente isomorfe come algebre
di Banach, allora G, e @, sono isomorfi come gruppi topologici.

In [8] Walter stabilisce un risultato analogo per gruppi localmente compatti
(non necessariamente abeliani) nel caso particolare di p = 2.

In questo lavoro si dimostra che utilizzando le algebre di Banach A4,(G)
e B,(() & possibile caratterizzare sia il sottogruppo di G generato da un ele-
mento @, sia 'elemento 4. Assegnati, inoltre, # e # in & si caratterizza la piu
piceola classe laterale destra contenente 2 e z. Infine, supponendo che due
gruppi Gy e G, localmente compatti (non necessariamente abeliani) sono tali
che le algebre 4,(G4) e 4,(G,) sono isometricamente isomorfe, si dimostra esi-
stenza di una funzione ¢: G, — @, tale che:

(1) @ & bigettiva;
(2) o@le))= e, dove e; & l'idendita di G;
3)  plaer) = p@)p(z) ().

(*) Indirizzo: Dipartimento di Matematica, Via Universitd 12, 43100 Parma, Italy.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.A.F.A. (C.N.R.). ~— Ricevuto: 8-I1X-1984.
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T naturale ritenere che, anche nel caso p == 2, lalgebra A,(Q) determini
la struttura algebrica di G.

1 - Risultati preliminari

Sia, X uno spazio di Banach e per ogni # € X si denota con |z| la norma
di . Si dice che X & uniformemente convesso se per ogni ¢ > 0 esiste § > 0
tale che se #,ye€X, 2] = y] =1, |e—yl>e allora |z +y| <2(1—9).
Il modulo di convessita dello spazio X ¢ la funzione d,: [0, 2] — [0, 1] cosi
definita 3 (e) = int {1 — |o+y]/2: 3,y € X, |a|= Jy| = 1, |o — y| >¢}. Chia-
ramente, dr € una funzione non decrescente e lo spazio X & uniformemente
convesso se e 50lo se Ox(e) > 0 per ogni ¢ > 0. Se pe (1, + oo) lo spazio di
Banach L7, rispetto ad una misura y, & uniformemente convesso.

Clarckson e Hanner dimostrarono che per questi spazi il modulo di conves-
sitd, d,, risulta continuo e la sua funzione inversa soddisfa le seguenti stime
asintotiche per valori di §, prossimi a 0
o 20,(¢)

p—1

&~

se pe(l,2]; e~2(pd,(e))? se pe(2,+4 o).

Sia @ un gruppo localmente compatto con identitd e. La lettera e sard pure
usata per il numero di Fulero 2, 7128 ..., ma dal contesto sard possibile evitare

delle confusioni. Si definisce 4,(GF) nel seguente modo: u € 4,(G) se e solo se

w(x) :E fe% g:(®), eon f., g, in C,(G) tali da soddisfare la condizione

g Il]‘,-ll,,zit:glfh,,.< + oo, dove sono state usate le notazioni g%(z) = g.(x-1), f; * g.(2)

‘:_ff,»(my) g(y)dy, (1/p) + (1/p’) = 1. Se u € A,(G) allora si definisce la norma
@

+o

di  nel modo seguente [ul = inf {3 [f:lo19:ls; f:) 9: € O(G) tali che u(z)
+o 4o =1

=f#g:@) e 3 |flallgller< + oo} Sia B,(G) lo spazio dei moltiplicatori

{==1 =1
puntuali di 4,(G), e precisamente g € B,(GF) se e solo se gf € A,(G) per ogni
fe A,(G). Se ge B,(G) allora si definisce la norma di g nel modo seguente
liglin,,«»: sup {”W“A,,(a)/”f”A,,(e): € 4,(6)}. E noto che 4,(&) e B,(G) sono al-
gebre di Banach ed anche A4,(G)c Cy(G) e 4, (G) = Cy(G).

I risultati che seguiranno sono i principali teoremi che saranno usati.

Teorema 1.1 (Fendler [3]). «Sia G un gruppo loealmente compatto ame-
nabile e sia f € B,(@) con p € (1, 4 oo). Allora esistono uno spazio di Banach X,
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isomorfo ed isometrico ed un sottospazio complementato di uno spazio di
Lebesgue L7(u), dove y & una misura opportuna, una rappresentazione isome-
trica T di @ su X e due vettori &, % rispettivamente in X e X* tali che f(»)
= (T@& 1) o= 1€l Il

Se G & un gruppo discreto allora lo spazio di Banach X pud essere scelto iso-
morfo ed isometrico ad uno spazio di Lebesgue L?(u), dove u & una misura op-
portuna. Evidentemente se fe B,(G) ha norma 1 allora & possibile scegliere &
ed 5 tali che |lx= [7]ee= 1.

Teorema 1.2 (Herz [5]). «Sia G un gruppo localmente compatto ed H un
suo sottogruppo. Allora per ogni y€ @ —H e per ogni fed,(H) esiste
I e A4,(G) tale che |F|, o = lfl,@; Fa=1 L) =0.»

Teorema 1.3 (Cowling [1]). «Sia G un gruppo localmente compatto e sia
x € G. Sia H il sottogruppo di G' generato da x e siano ¥ cH—Heac(0,1).
Allora esiste fe d,(f) tale che |f], = 1; fe) = 1; f(@) = a; fy) = 0.»

Teorema 1.4 (Lohoud [7],). «Sia ¢ un gruppo localmente compatto abe-
liano. Sia fe B,(G) un operatore isometrico su 4,(G). Allora esiste un carat-
tere ¥ di G e un numero complesso 1 di modulo 1 tale che f = Ay ».

Teorema 1.5 (Lohoud [7],). «Sia pe[l, + oo) e sia f: Z — K un mono-
morfismo di gruppi abeliani localmente compatti continuo, con immagine densa.
Allora la mappa f* che porta la funzione f definita su K nella funzione fof
definita su Z applica B,(K) in B,(Z) conservando le norme ».

Osservazione. Sia @ un gruppo localmente compatto abeliano, sia « € G.
Allora z-! & 1’'unico elemento kb in @ tale che f(k) = f(#) per ogni fe€ B,(G)

con Ilflls,,<a>= 17120 = Fle) = 1.

Dim. Per il Teorema 1.4, Pipotesi dell’enunciato implica che yx(h) = y(®)
per ogni y in G e, quindi, b = &%

2 — In questo paragrafo, dopo qualche considerazione preliminare, si
stabiliranno aleuni risultati sui moltiplicatori di 4,(H), dove H & un gruppo
localmente compatto discreto.

Sia @ un gruppo localmente compatto e sia # in G. Sia H = {o": ne Z}.
Sia f in B,(H) tale che ”f“x,(m: 1, f(e) = 1, f(#)= a € C. Poiché 1 = “f“Bp(H)
> |fle>1, si ha |flo= 1 e |a|<1. Per il Teorema 1.1 esistono uno spazio
di Banach X uniformemente convesso, una rappresentazione T di H su X e
due vettori £ ed n rispettivamente in X e X* tali che f(a")=(T'(a")¢, n) n in
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Z e |[§]x= |n]xs= 1. Poiché f( ¢) =1, f(x) = a,siha (§,9) = 1, (T(@)é, )= a
Quindi

e—iarg aT(.’U)E + E

(e-—iargaT( )57"7) !“] ( 5

1-+ta 1—|a

2

Ponendo §,(e) = (1 — |a|)/2, si ha (e™**=*T(x)& + £)/2,7) = 1 — 8,(e). Quindi,
per la dlsuguagha,nm di Cauchy-Schwarz, si ha

et

p |z >1—6,(e) .

Applicando i risultati di Clarckson e Hanner si ottiene per valori di J,(z) pros-
simi @ 0, e ¢ioé per valori di |a| prossimia 1, e~ 2-(26,(e)/(p —1))V2sep € (1, 2],
e~ 2(pdy(e))r se pe (2, + oo). Dall’uniforme convessith di X segue che
e * > ¢ (z) & — &|x<e, e precisamente, se a appartiene ad un intorno com-
plesso suflicientemente piccolo di 1 si ha

3\/1—~T—MLI se pe(l, 2]
s NPl

N 1—
3(1}—5&[)”“’ se p €(2, + 00).

lemteree T(@)é — £z <

Poiché T' & una rappresentazione isometrica, si ha

]__Ia" Iy
/3 —17—_—_—7— se pe(l,2]
[L()€ — e tomal]ly <
N, 1—]a] ,
3(p "“:‘;‘—)”” se p € (2, + o0).
3 1—la] se p e (1, 2]
sove—l
[T(a=1)é—e-iomag|z<
1—|a]

—— ) se pe(2, 4 o0).

Allora si ha pure

p—1
)| < | (2ot et <
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Teorema 2.1. 8ia pe (1, + o). Sia G un gruppo localmente compatto,
¢ sia we@. Sia H= {w:neZ}. Sia feBy(H) tale che [f|, =1, fle)
= |f(x)| = 1. Allora f(z") = (f(2))" per ogni ne Z.

Dim. SiaaeCcon |a} =1 e f(®) = a. Per quanto si & precedentemente
osservato, si ha T(x)& = af e T(z )¢ = a~'&. Per induzione, se »n>1 si ha
T(@)é=a"é e T(e)E = a & Quindi for) = (T(@")& n) = a"(&, ) = (f@))";
flo=) = (T(e=")&, n) = a=(& n) = (f(@))-"; da cui segue la tesi.

Corollario 2.2. Sia pe(l, + oo). Sia feB,(Z) tale che |f|, =1,
f(0) = f(1) = 1. Allora f(n) = 1 per ogni ne Z.,

Teorema 2.3. Sia G un gruppo localmente compatio ¢ sia z < G. Sia
H = {z*: ne Z}. Sia fe B,(H) tale che |f|, = 1; fle) =1; f(&) = a, acC.
Allora esiste un intorno complesso di 1, U, tale che se a € U valgono le seguenti
disuguaglionze

1—|a]

1—3|n|
p—1

<]f(/bn)i<] nez, pe(l,2],

|a]

1——3[%[(1}1—_——5—)1/7’<|f(9;")!<1 neZ, pe(2,+oco).

Dim. Sia pe(l,2]. Poiché H & un gruppo discreto, per il Teorema 1.1,
esistono uno spazio di Banach X, una rappresentazione 7' di H su X e due vet-
tori & ed n rispettivamente in X e X* tali che flz") = (T(x")&,n); [&lx
= ||| g+=1. Per quanto si & precedentemente osservato, esiste un intorno
complesso U di 1 tale che se ae U si ha [flo—)] >1— 3V (1—|a])/(p —1).
Sfruttando il fatto che T & una rappresentazione isometrica e per induzione
su n>1 s ha [f(#*)|>1—3|n|vV (1 —Ja|)/(p —1). La dimostrazione nel
caso p € (2, + oo) & analoga.

3 — In questo paragrafo si caratterizzano sia il sottogruppo di G generato
da un suo elemento », sia ’elemento 2! utilizzando le algebre di Banach
4,(6) ¢ B,(®).

Teorema 3.1. Sia G un gruppo localmente compatio, p € (1, + oo). Sia
wed e sia H={g": neZ}. Allora si ha G —H = {y € G: per ogni a e (0,1)
esiste f € A,(G) con |f] =1, fle) =1, f(&) = a, f(y) = 0}.

Dim. Sia yeG@—H ¢ sia ae(0,1). B possibile determinare f in A,(H)
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tale che |fl, =1, f(¢) =1, (&) = a. Infatti sia y la funzione caratteristica
di {zr: —ny<n<np}

”Z”zf‘(m: (2n, + 1)””5 ”%”L"'(H): (2n0 + 1)1/1:' ) dove (1/.'17) -+ (1/1),) =1.
Sia infine u = x/lx]pm € v = x/|xlm -

v o) 4

U % ’D(ivk) — J XE pn = 1/2%0 +1 fx(xk—n) dan

2%0 + 1) {xP: ~ne<n<ny}
K
21“2%-}—1 se 0<hk<<2n,
=0 se kb >2n,
=1 se —2n, <k <0
+2n0+1 <k
=0 se b<<—2m,.

Se noe N & tale che 1 —1/(2n, + 1) = a, si ha

(0) uxve Ay (H);
(1) flw* ] y@=1; infatti u* v(e) = 1< |u* ], ;n<l;
2y wo(w) =1—1/(2n, + 1) == a.

Allora, per i Teoremi 1.2 e 1.3, esiste F e Ay(G) tale che [F|, =1
Fz=f F(y) = 0. 8i ha inoltre F(¢) = 1, F(z) = a.

Nel caso in cui H c H si supponga che ye H — H e sia a € (0,1). Allora,
per il Teorema 1.3, esiste fe A,(H) tale che [f|, z=1, fle) =1, f(a) = a,
f(y) = 0. Per il Teorema 1.2, esiste F' € 4,(&) tale che |F|, ,=1, P|H = f.
Quindi Fle) =1, F(x) =a, Fly) = 0. Si & dunque dimostrato che G —H
C{yeG: per ae(0,1) esiste fe4,(G) con “f“A,(G): 1, fle) = 1, f(z) = a,
fly) = 0}. Sia ora ye @ tale che per ogni ae(0,1) esiste fe 4,(G) con
Il =1, fle) = 1, f() = @, f(y) = 0. Si supponga per assurdo che esista
n e Z tale che y = z». B noto che f];IeBa,(ﬁ) e poiché |fizl, m<le fle) =1
si ha |fizls,m= 1. Si pud allora applicare il risultato del Teorema 1.5 dove
Z=H, K=H, e f linclusione di H in H. Allora si ha p*: B,(H) — B,(H)
conserva le norme e f*(fz) € By(H), |F*(i7)lpm=1, Doiché F*(fz)e) = 1,
B*(fiz)@) = fjz(w) = f(z) = a. Per il Teorema 2.3, esiste un intorno complesso U
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di 1 tale che se ¢ U si ha

1—3|n| |2 ]“' < |B*p) @] = |f@)] = 0 se pe(l,2],

1——3[n[(p1—"9ﬂ'->1h’< |B*(fiz) (@] = |f@) | =0 se pe(2,+00).

Poiché tali disuguaglianze debbono essere soddisfatte per ogni ae U N (0,1)
si ottiene una contraddizione e c¢id completa la dimostrazione.
Dato un elemento « del gruppo G si pud caratterizzare x—* nel seguente modo.
Si supponga, dapprima che H = {w" nez} sia compa,tto T noto allora che
A () = B,(H) = 4,(@)5. Sia L) = {f € By(): [l = 11 s, = 1, f(e)
=1} (*). Si supponga ora che H non sia compatto. Cid implica che H = H
(v. [6]). Poiché, assegnato elemento  in &, & possibile caratterizzare il sotto-
gruppo H = H(e, x) generato da x, si pud caratterizzare x—! comel’nnico ele-
mento 2 di H, z5=w, tale che H{e, #) = H. Cid perché se 2 = 2", con |n| > 1,
allora H(e, 2) 5= H (e, x).

4 — In questo paragrafo, dati due elementi # e z in @, si caratterizzano la
pit piceola classe laterale destra contenente o e z e Ielemento xz-'z sempre
utilizzando le algebre di Banach A,(G) e B,(G).

Sia H = H(e, zz~") il sottogruppo di & generato da zz—. B ovvio che y € Hx
se e solo se yo—* € H. Per il Teorema 3.1,siha G — H = {y € G: per ognia € (0, 1)
esiste fe 4,(G) “f”A,,(a): 1, flzz=1) = a, fe) = 1, f(y) = 0}. Sia g(x) Popera-
tore di traslazione a destra cosi definito: (o(#)f((w) = f(wz). Poiché A,(G)
& invariante per traslazioni, si ha

fe A,,(G) ’ "f"A,,(G): 1, f(e) =1, flez™) = a ’ f(?/w_l) =0

se e solo se o(@™)fe A,(6), |e@)fl,0=1, (el@™)f)@)=1, (e(z*)/)(y)=0,
(o(@)f)(2) = a. Allora si ha y ¢ Hx se e solo se yz~* ¢ H se e solo se per ogni
a€(0,1) esiste fe A,(G) [f]@=1, fl&) =1, flza~?) = a, f(yz~*) = 0. Quindi
la classe laterale Hw = (CL(w, 2) pud essere caratterizzata nel modo seguente:
& — CL(z, 2) = {y € G: per ogni a € (0, 1) esiste f & 4,(G), |f], =1, fl#) =1
1) = a, {(y) = 0}. ~

Si suppongs dapprima che H sia compatto, il che equivale a supporre che CL{z, z)

(1)_ Per il T(ﬁr_ema 1.6 e poiche B,(H) = 4,(G)|z, i ha che &1 & 'unico elemento
2 di H: f(z) = J@) per ogni f & L(@={f € 4,(®): [fli,iz = I/ |ymiz= #(&) = 1}.
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sia compatto. Allora, per quanto osservato in 3, me~! é Punico elemento 5
di H tale che f(h) = f(za—?) per ogni f e I(@), dove I(G)={fe 4,(G): |f| ap@|E

= /| ,ez=1, fle) = 1} oppure, eqmvalentemente, wz'"l & l'unico » di H
tale che f(ha) = f(z) per ogni feI (@), dove (@) = {fe 4,(&): ”f”Ap(G)IE

= | spfE = 1, f(#) = 1}. Quindi, zz—tz & I'unico elemento #* di OL(w, #)
tale che f(z*) = f(z) per ogni ]‘eI (G). i supponga, invece, che CL(w, z) non
sia compatto. Allora, se H & il sottogruppo generato da zx~t, si ha pure che A
¢ non compatto. Inoltre #z~' & I'unico elemento A di A 2w, tale che se
Hf(e, h) & il sottogruppo generato da h, H = H(e, h). Allora 2~z & lunico
elemento 2* di OL(w,#), #*+#, tale che CL(z, #*) = CL(z, 2).

5 — Siano G; e G, due gruppi localmente compatti con identitd e, e ey
rispettivamente. 8i supponga che esista un isomorfismo isometrico di algebre
di Banach i: 4,(Gy) — 4,(G,) con pe (1, 4+ o). B noto che lo spazio degli
ideali massimali di 4,(G;) ¢ omeomorfo a G, e quindi i due gruppi @, e @, risul-
tano omeomorfi come spazi topologici (v.[2]). Quindi se z € G;, x pud essere
visto come funzionale moltiplicativo su A,(&;), cosicehs, indicato con (@, u)
il valore che questo funzionale moltiplicativo assume su u € A,(Gy), si pud
definire p(2) in G, come quel funzionale moltiplicativo su A4,(G,) tale che per
ogni ve d,(G), (p(@),v) = (z,i(v)). B stata cosi definita una mappa
p: G G, tale che, a meno di traslazioni, g(e,) = ¢,. Sia ora o, € G, e sia
H= {a}: neZ}. Allora fe 4,(G), ”f”A,,(a,): 1, fle.) =1, flm) = a, f(y) = 0 se
e solo se i(f) € d,(Gy), [i(f) ”A,,(G =1, if)(pley)) = (®len), i(f)) = fle) = 1,
i) (p@) = (P(@), i) = o) = & 1N EW) = (p(9), i) = f) — 0. B stato
provato che y € Gy — H; se e solo se per ogni ae(0,1) esiste f in AL(Gh),
1l iye0= 15 fl&r) = 1, f(w) = @, f(y) = 0. Quindi si ha che se H,= {(p(my)):
n € Z}, allora @(H,) = H,. In modo analogo si prova che se @, 2 sono due ele-
menti di G, allora @(CL(z,2)) = OL(p(), (). Se CL(x,2) & compatto,
wz~'x & l'unico elemento 2% di CL(z, 2) tale che f(z%) = f(2), per ogni f A,(F),
Il ez, = 1 spenizm = fl@) = 1. Allora p(zz-'x) & Punico elemento p(z*) di

(G—La’ﬁ) tale che i(f)(p(e*) = {N(@(R)) per ogni i(f) € 4,(G), i), m.
= 1) yopiz. = i) (p(@) = 1. Poiché ¢(CL(z, #) = OL{p(@), p(=)), si ha
che @(wz1z) = <p(m)(p(z) (). Be CL(z,z) non & compatto, si ha che zz—lz
é P'unico elemento #* di OL(x,2) #* 22, CL(z, #*) = CL(x, 2). Allora plaz1x)
& lunico elemento ¢(z*) di <p(C’L(m, 2)), (%) =g@(z), tale che @(CL(x, %))
= p(CL(w, #)). Poiché (CL(z, #)) = CL(p(a), p(¢*)) e p(CL(w,#)) = CL(p(x)
®(#)), si ha ancora g(we—'®) = @(z)p(z)"lp(@). Sia x = e, allora si ha p(z-1)
= @(?)~%. In definitiva, si & provato che la mappa ¢: G, — G, soddisfa le se-
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guenti proprieta:

(0) @ & bigettiva;
1) ple) = ey
(ii) p(aew) = g()p(e)p(®) per ogni z,2z in Gy;
({i') (@) = (@(x))* per ogni # in G e per ogni n in Z.

Per induzione su » si prova che (i) =- (ii").
Si pud concludere tale paragrafo con la seguente
Congettura. Sia pe (1, + oo). Siano Gy ¢ G, due gruppi localmenie com-

patti tali che A,(Gy) e A,(G,) siano isomorfi isometricamente come algebre di
Banach. Allora G, e G, sono isomorfi o anti-isomorfi come gruppi topologici.
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A‘bstract

In this work we study Banach algebras 4, and we obtain some characterizations of
certain elements of the locally compact group G.






