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Operatori limitati su L (BRr) (*¥)

Introduzione

In questo lavoro si studia la limitatezza di certi operatori definiti su L?(E"),
conl << p < + oo, in particolare quelli del tipo Af(r) = [a(r, £) F(£) exp (2mirg)dE,
fe L»(R?), dove (1, &)eR*"XR" ¢ a(-,-) & una funzione in L®(R" X R") sod-
disfacenti alle seguenti ipotesi di regolaritd sulle derivate, intese nel senso delle
distribuzioni: per p = 2, |D*a(-,")|o<< - o per ogni multiindice o t.c.
la| <dn + 4, per pe(l, 4 o), [Dalw,y)|<C,(1 + x>+ 37" per ogni
z,y € B* e per ogni multiindice « t.c. |o| <4n -+ 4 4 g, con y il primo intero
maggiore di #/2, (D indica Pusuale operatore di derivazione).

Da tali condizioni si deduce la limitatezza dell’operatore corrispondente.
Il teorema, nel caso p = 2, fu dimostrato per la prima volta da Calderon-
Vaillaneourt nel lavoro « On the boundedness of pseudo-differential operators »,
J. Math. Soc. Japan 23 (1971), 374-378. In tale lavoro, tuttavia, Calderon e
Vaillancourt supponevano l'appartenenza in L* di un numero maggiore di
derivate di quello considerato qui.

Nel libro « An deld des operateurs pseudo-differentials », Asterisque 57
(1978), R. Coifman e Y. Meyer estendono il risultato di Calderon e Vaillan-
court ottenendo il seguente teorema. « Sia w un modulo di continuitd tale che
per ogni multiindice « € N* esiste ¢, > 0 t.c.

@) |ozalm, £)| <O, (1 + |&])7,
(2) |ogalw, £) — 0galy, &)| < C,w(|lez—y|)(A + |&])71%,

4
(8) 3 (w(2))* < + oo,

goml

(*) Indirizzo: Dipartimento di Matematica, Via Universita 12, 43100 Parma,

Ttaly.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.A.F.A. (C.N.R.). — Ricevuto: 22-1I1-1984.
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Allora il corrispondente operatore Af risulta limitato su Z7(R»), con 1 <p
< -+ oo, »

Tale enunciato & solo in parte pilt generale di quello qui presentato perché
le ipotesi considerate riguardano derivate di qualsiasi ordine. Le tecniche dimo-
strative qui presentate si differenziano sia da quelle di Colderon-Vaillaneourt
che da quelle di Coifman-Meyer. Infatti, per dimostrare la limitatezza su L#(R")
si usa il metodo della trasferenza e come primo passo si mostra che I’operatore A
pud essere considerato come Poperatore trasferito delloperatore di convolu-
zione con una opportuna distribuzione definita sul gruppo di Heisenberg con
centro compatto. A tal fine si segue un’idea di R. Howe [6] costruendo una
partizione particolare dell’unitd per potersi ricondurre al caso di distribuzioni
& supporto compatto. Si applicano, gquindi, un risultato di M. Cowling [1] ed
un risultato di trasferenza stabilito da G. Mauceri [7]. Per il caso p € (1, 4 oo0)
& necessario ricorrere anche ad un risultato di L. Hormander [5] che d& condi-
zioni affinché una funzione in L®(R»XxR») sia in M2(R"XR").

1 - Risultati e definizioni preliminari

Si consideri su (B"XR*)Xx(RE*xR") il seguente cociclo w((z,y), (4, v))
= exp (wi(yu — 2v)).

Detf. 1.1. Si definisce gruppo di Heisenberg con ceniro compatto Pinsieme
H = R*x<XE"xT (dove T & un toro) con l'operazione di gruppo cosi definita
(@, ¥, exp (i6)) - (u, v, exp (i) = (& + w, y + v, exp (IO -+ p))w((z, v), (4, 9))).
La misura di Haar sul gruppo H & la misura prodotto della misura di Lebesgue
su B*x R*, dzdy, con la misura di Lebesgue normalizzata su T, d0.

Def. 1.2. Si dice rappresentazione di Schroedinger Yoperatore s, definito
sul gruppo addittivo R*XR* e agente sullo spazio L7(R"), 1< p < + oo,
nel modo seguente n((x,y))f(r) = exp (2ni(yr + tay)) f(@ -+ r) per ogni fun-
zione f in L?»(R"). Tale operatore non & in senso stretto una rappresentazione
di B* X E" non. essendo un omomorfismo di B x B, tuttavia & una rappresenta-
zione proiettiva, cioé n((z, y) + (u, v)) = w((=@, ¥), (4, v))7(z, y)n(u, v).

Osservazione 1.3. La rappresentazione proiettiva di Schroedinger =
induce una rappresentazione 7 del gruppo di Heisenberg con centro compatto
sullo spazio L7(R") nel modo seguente 7i(w,y, exp (i) = exp (i0)n(z, y)f(r).

Def. 1.4. Siano f e g due funzioni misurabili su Rrx R» Si definisce
convoluzione di f e g la seguente funzione f# g((z,y)) = [f({(z —u, y —2))
-9((u, v)) dw dv, quando Pintegrale ha senso. xRt
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Def. 1.5. Siano f e g due funzioni misurabili su E»x B Bi definisce
convoluzione storta di f e g la seguente funzione fxg((#, ¥)) = [f((e — u, y — v))
-g((u, v)) w((z, ¥), (%, v)) duwdv, quando Pintegrale ha senso. *”*

Osservazione 1.6. Sia f una funzione definita su R* x R*. Si definisce
ung funzione f* su H nel modo seguente [*((z,y, exp (i0)))= exp (— i0)
‘f((@, y)). Si pud stabilire un legame tra la convoluzione storta sul gruppo
addittivo R» xB* e la convoluzione ordinaria sul gruppo di Heisenberg H.

Teorema 1.7. «Siano f e g due funzioni migurabili su E*xE" Allora
si ha /% g% = (fxg9)™ .

Def. 1.8. Sia fin LY(B" x R»). Si dice trasformata di Weyl della funzione f

Poperatore limitato su L*(R»), z(f), cosi definito n(f) = [f((=, ¥)) =((=, ¥)) dz dy.
BX A

Def. 1.9. Sia M un operatore limitato su L*(R*x R*). 8i dice che M ¢
un moltiplicatore di Weyl di L#(R" x B*) se Poperatore C,,, definito su L*(E» X R")
N L?(R" x Er) nel modo seguente 7(C, f) = Mz(f), pud essere esteso ad un
operatore limitato su LP(R* X E»).

Come nel caso dei moltiplicatori di Fourier non & difficile vedere che un
moltiplicatore di Weyl & un operatore di convoluzione storta con una distri-
buzione temperata su R* xR

Def. 1.10. Sia H il gruppo di Heiscnbelo con centro compatto. Si defi-
msce A,(H) nel modo seguente: A,(H) = {u = z fi% g:3 f: g: € Co(H) tali che

S 1 lodle < + oo}, dove (1p) +(1/q )=1 Se u i 4,(H) si defnisce

=1

le] ., = inf {Z I7:lollg:lla; oy 9: € Co(H); uw= wa\ g: @ E If:lalgslle< + oo}

=1 i=1 =1
Tale spazio relativo ad un generico gruppo G localmente compatto fu intro-
dotto da Figd-Talamanca in [3].
B noto che 4,(H) & un’algebra di Banach ed anche che A,(H)c Cy(G) e
che A (H) = Cy(&).
Se si indica con Conv, (H) P’algebra degli opera,ton su L?(H) che commu-
tano con le traslazioni destre, allora si ha il seguente risultato.

Teorema 1.11. « Lo spazio di Banach Conv, (H) & isometricamente iso-
morfo allo spazio duale di A (H).»

B opportuno sottolineare che Iisomorfismo tra Conv, (H) e (A,(H))* &
un isomorfismo tra spazi di Banach e non tra algebre di Banach.
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Def. 1.12. Sia AZ(H) lo spazio dei coefficienti della rappresentazione 7
cosl deﬁmto ALH) = {fe CH): f = (#()g:, hs) con g; in L?(R*) e h, in
{91

Le(R») z lg:l» ”h lo< + oo} con 1/p) (1/g) = 1. Se & in AZ(H) si defi-
nisce IVl\A mf{E lg:ls1ecle f—Z( () gsy ha)}-

=1
In [7} G. Mauceri stabilisce 1 seguenti risultati.
Teorema 1.13. « AZ(H)c 4,(H).»

Tale risultato si basa essenzialmente sul fatto che L?(H) & un p-spazio da
cui segue, per un risultato di C. Herz ([4], Teorema A), che AZ(H) ¢ contenuto
nell’algebra di Banach dei moltiplicatori di 4,(H). In particolare, se f e g sono
in ILr(E") e in L¢(R") rispettivamente, con (1/p) + (1/¢) = 1, la funzione

Upo(*) = (@) s 9) & in A,(H) e Ju,, ], < [fllgle dove (-,-) indica la dualita
tra I? ¢ Lo

Tenendo conto della dualita come spazi di Banach fra 4,(H) e Conv, (H)
& possibile definire P'operatore trasferito 7Z(T) di 7 e Conv, (H).

Def. 1.14. Sia 7 in Conv, (H). Si definisce operatore trasferito di T Pope-
ratore (1) che agisce su L?(R*) nel modo seguente (#(T)f, g) = (T, U, ), dove
(+,-) nel secondo membro indica la dualita fra A,(H) e Conv, (H).

Tale definizione ¢ ben posta poiché la funzione ,, per il Teorema 1.13 &
in A,(H). Si ha anche che #(Z) & un operatore limitato su L#(E*) la cui norma
non supers ][[T][iconvp.

Sia K una distribuzione su R"x R Si indica con K™ la seguente distri-
buzione K*(z, v, exp (19)) = exp (— i0)K(z,y), dove Kz, y) = exp (— inay)
‘Kz, y), e con I, K la trasformata di Fourier di K rispetto alla ¢-esima va-
riabile. Siano f in L?(R") e g in L#(E*) con (1/p) + (1/g) = 1.

B (@y)m(@, y) {(r) dwdy = [E(w, y)f(® + ) exp (2niyr) da dy
E"XR® RUXERD

= [P, K(x,—r)fl@ + r)do = [F (T K(—-, —7) % {)(§) exp (2nifr)dE

= [P, F,K(— -, —r)(&)f(£) exp 2m§7‘)d§—~ J‘K —1)f(&) exp (2mikr) dE .

Sia wu, () = (#(") ], g). Allora, per il Teorema 1.13, u,, € A,(H), e poiché K*
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& un convolutore si ha pure che K* e (4,(H))*; quindi

(K7,

f:ﬂ

fK¢ (x, y,'exp (10)) u, , (@, y, exp (i0)) dz dy 40
H

'j f (@, y)7(w, y) f(r) dw dy (g(r) dr = [K(z, y) n(z, y) fldz dy, g(*)) ,

RUXR™

e poichd per definizione di operatore trasferito si ha (K%, w, ) = (#(K*)7, 9),
segue che
AE*){(+) = [K(w, y)u(z, y) /() dedy .

R"XR"

Sempre in [7] Mauceri prova il seguente risultato di trasferenza.

Teorema 1.15. « Sia M un moltiplicatore di Weyl di L?(R» x B»). Allora, M
¢ un operatore limitato su L7(R-).»

In[1] M. Cowling stabilisce il seguente teorema.

Teorema 1.16. « Sia K una distribuzione a supporto compatto su R X Rk»
e sia 1<p< oo, Allora Poperatore di convoluzione f i K * f & limitato su
Lr(B* x R") se e solo se Poperatore di convoluzione storta fi— K xf & limitato
su Le(R* X R). »

In particolare, dalla dimostrazione del teorema si vede che esiste una co-
stante ¢ che dipende dal compatto tale che se Poperatore di convoluzione
f—= K« f & limitato su L?(R" x E) e se la sua norma & [| K %[, allora, se si indica
con [|K X ||, la norma di K come operatore di convoluzione storta, si ha [|K X ||,
<O E s,

In[5] L. Hormander prova il seguente risultato.

Teorema 1.17. «8ia A(-,-) una funzione in L°(R" X E") e si supponga che

| Doh(m, y) |2 de dy < eR»—2lsl, dove ¢ & una costante, 0 << B < + oo,
RA<at to <4 R®
« un multiindice: |o| <y, essendo y il primo intero maggiore di n/2. Allora
per ogni p in (1, + oo) si ha che ke M}, dove con B si indica I'insieme delle

trasformate di Fourier 7' di distribuzioni 7' in Conv,,

Infine si consideri il seguente risultato di M. Cowling e A. Mantero at-
testante ehe una distribuzione su R*x E», supportata in RK» & limitata come
operatore di convoluzione su L#(R") se e solo se & limitata come operatore di
convoluzione storta su L?(R» X B*) e precisamente
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Teorema 1.18. «Sia K una distribuzione su E». Sia K’ la distribuzione
definita su R"XxR" nel modo seguente (K',u)= (K, u|,) per ogni ue
C2(R»x B"). Allora [|K %[, e [|E' x|, sono uguali. »

2 - Risultato principale

Teorema 2.1. Sia a(-,-) una funzione in L°(R» x R*) ¢ sia A il sequente
operatore Af(r) = [a(r, §)f(£) exp (2mirE) dE.
Rﬁ

(&) Se [D*a(-, )o<< -+ oo per ogni multitndice o tale che |a|<4n+ 4,
allora esiste una costante ¢, tale che | Af|,<a:llf]l. per ogni f in L2(Rr),

(b) se |D*a(w, y)| <es(d + x> -+ y2)71*2 per ogni @,y in R ¢ per ogni
multiindice o fale che || <4n + 4 + y con y il primo intero maggiore di n|2,
allora esiste una costamte c, tale che |Af|,<olf|, per ogni fe L?(R*) con
1 <p<—4 oo,

Dim. Sia K la distribuzione su R°*xR* tale che a(r, £) = K(— & — 7).
Sia IZ';“‘(:U, ¥, exp (10)) = exp (— i0) Kz, ), dove K(z, y) = exp (— mimy) K(z, y).
Allora, per quanto visto nella sezione precedente, si ha Af = #F(K™)f. Si di-
mostrera allora la limitatezza dell’operatore 4 su L#(R") provando che K™ &
un convolutore su L?(H). Per dimostrare che K™ e Conv, (H) si proverd, per il
risultato di M. Cowling e A. Mantero ([2]), che K & limitato su L?(R" X R") per
la convoluzione sorta. A tal fine si costruisce una particolare partizione del-
I'unitd per potersi ricondurre al caso di distribuzioni a supporto compatto per
le quali ¢ sufficiente, in virti del Teorema 1.16, dimostrare la limitatezza su
L»(BE" x R) per la convoluzione ordinaria. Sia ue O] (R"R") tale che

(%) supp wcC ((—1, —1)X(—1,—1))7,
(®) Julo=1,
(¢) wu(w,y) =1 per (z,9)e ((—%, HxE, D)7

ed inoltre se si definisee wau(w, y) = u(@w + A, ¥ + u) per A, u € Z7, sia verificata
la seguente condizione

@) S iz = 1.

Ap

Evidentemente, wui.€ O7 (E"XE") e supp umC (—1—24,1—A)X(—1—p,
1—u), dove we (—1— A, 1 — A) significa che z,6 (—1—21,,1— 1), 1<i<n.
Sia K= us-K e sia fu(@, ¥v) = ulz, y) exp (— mizy). Sia 61, la misura di
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Dirac in (— 4, — u). Ricordando che la convoluzione storta e la convoluzione
a destra sono isometrie di Z?(R» x B*), si ha [|E X ||, = || (EaxX 022) X {I,. Poiché
per ogni A e u, KXo © supportata in uno stesso compatto, per il Teo-
rems 1.14, esiste una costante positiva ¢ non dipendente da 1 e u tale che
NE X o= (B X S2) < Ol (Eonse X ) 3 llp= [ (Eoa X Oaa) 3¢ Sy |- T frrcile
verificare che (KzuX Oau) % 0—i—u(@, y) = exp (ni(Ay — zu)) K, y); e poiché

(B o X Bae) % Ot % o = sUP {||(Hip X O2) % Snpe ® g2 g € L2(B" X B?) | g, <1}
= sup {|| (KauX ) % O-1-u g'll5: g' € LP(Br X E*) con g'(u, v)
= g(u, v) exp (wi(dv — pu)), g € L*(B* X B")| g, <1}

ed anche (FyuX Ouu)% O-rux g'(%,y)= (Hau* g)(®@, y) exp (ni(Ay — pm)), si ha

(B X Oas) s O-2-u % ¢ [lo = [ Eau X gllo <1 Eu |5 -

Quindi esiste una costante positiva ¢ non dipendente da 1 e u tale che
NE ezl <ell Hau %|l,- Si scinde ora la dimostrazione in due parti. Nella prima,
sfruttanto 1'ipotesi (a) del Teorema 2.1, si prova che la convoluzione storta
con K, porta L¥(EB* x E*) in 8& e per dimostrare tale risultato si fa uso del fatto
che se | Kiullow< Oy, allora si ha || Kz %o < Ouw. Nella seconda parte, strut-
tando lipotesi (b) del Teorema 2.1, si prova che la convoluzione storta con Ky,
porta, L#(R» X B*) in sé e per dimostrare tale risultato, non potendo procedere
come prima, si usa il risultato contenuto nel teorema di L. Hormander [5].
Sia b(r, &) = a(— &, —r). Evidentemente, b verifica le stesse ipotesi di a.
Si supponga dapprima che A2 4+ u*<3, dove con A% + u® si intende > A2 + pl.
=1
Poichd iz, € O (R X R") si ha che i, € LY(E" x B*) e inoltre b € L°(E» X E"),
Bow= oK) = iy % K = @ux b. Quindi | K] |0]wltis].- Siano ora 2, u
tali che A2 4 u®> 3.

Raul@, y) = (e D)(@, 9) = [0(@ — 8, y — )iza(s, 1) ds

RPXR®

= [ds dtb(w — s,y — 1) [flau(D, g) exp (— 27i(p, 9)(s, 1)) dp dg.
RUXR™ RUXRP
Sig
I(s, t) = [d2u(p, q) exp (— 27i(p, )(s, ?)) dp dg .

RUXR®
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Sia
oo R n 02 o2
o= (G (2 g T g

))n .

D3, exp (— 2mi(p, g)(5, 1)) = (20)**(L + (s + 2)7) exp (— 27i(p, 4)(s, 1)) -
I(s, t) = [@au(p, ) D} , exp (— 2mi(p, g)(s, 1)) [(27)2" (1 -+ (st + ¢2)») dp dg

R7XRP

= (1/(27)*"(1+ (52 + &)%) [ D diou(p, q) exp (— 2xi(p, ¢)(s, 1)) dp dq .

supp ﬂ;'u
Quindi si ha
Ig)-u(wy Y)

= [dp dgq D7 iiu(p, q) fbla—s, y—1)/(2m)2 (1 - (s2-+2)") exp (— 27i(p, q)(s, ¢)) ds dt.

BUPD Uj R"XR®
Sia
I(p, @) = [blw — s, y — 1)[(27)**(1 + (s* + £3)") exp (— 2mi(p, q)(s, 1)) dsds .
Sia
13 0y aq
D§,¢+2 = (2g)tnte (Z (== 832 + atz))2n+2 .

Dirt® exp (— 27i(p, 9)(s, 1)) = (2n)*"2(1 + (p* + ¢2)***2) exp (— 27i(p, g)(s, 1)).

Allora
I(p, @)

= fﬂl/((Zﬂ)“"“(l + (92 + ¢*)*+2)) DFb(w — s, y — 1)1 + (s2 + t2)7)]
-exp (— 27i(p, q)(s, 1)) ds di .
Quindi si ha
K@, y) = [dp g D3, diu(p, ) () +2(1 + (p* + ¢2)2+2))

Bupp llZ[‘

[ D7 b(w — s, y — 1)[(1 + (s + 3)7)] exp (— 20wi(p, q)(s, t)) ds di .

BUXRT

Sviluppando il termine D:**[b(xz—s, y —1)/(1 + (s> + *)")] e tenendo conto
delle ipotesi su b, si ha che esiste una costante positiva ¢’ tale che

| Koo, y) | << [DF fian(p, )] (1 + (p* + ¢)+2) dpdg .

SUpp uzﬁ
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Nello sviluppo di D} #wu(p, q) = Dy (exp (— wwipq) wan(p, q)) il termine conte-
nente p e ¢ elevato all’esponente pitt alto & il seguente (2z)*(1 + (p*+ ¢*)")
oxp (— 7ipq)uan(p, q). Esiste quindi una costante positiva ¢ tale che

| Boulw, )| < J1](1 + (p* + ¢2)+) dpdg

8upp ul[l

¢ [ 1@+ (p—A+ (g— m)e) dpdg.

{(—1,1)X(~1,1)*

N

Poiché per ogni ¢ =1, ..., n si ha —1<p,, ¢, <1 ed inoltre 224 2> 3, con sem-
plici considera;ziom’ geometliche si ha che esiste una costante positiva ¢ tale che
/(1 + ((p — A2+ (g — p)?)"2) <&(1 + (42 + p*)*+?). Esiste quindi una co-
stante positiva ¢, non (hpendente da A4 e p tale che [[Hau X |l|o <ol Hap ]2
<eof(1 -+ (A2 + w®)"*+). Poiché K = 3 Ky, si ha che

Au

HE Xl < X Mo X Ml 4 3 X [l < - oo

AAut<s A4pt>3

Quindi K* € Conv, (H) e, per quanto visto in precedenza, esiste una costante
positiva ¢, tale che |Afl.<¢|f]. per ogni f in LR").
Si & visto in precedenza che

Kiu(m, y) = [dp dq D7 jau(p, g)[(2m)or2(1 + (2 + ¢2)*+E))

supp Ul[‘

- fb@—s, gy —0)[(1 + (s> + t‘ﬂ)")sz;‘2 exp (— 2xi(p, q)(s, ¥)) dsdi .

RBXRP

Sia o un multiindice tale che || <, essendo y il primo intero maggiore di »/2.

D=y, y) = [dp dg D? dian(p, @)[((20)*+2(1 + (p* + ¢2)2+2))

supD 17,
- [D*b(w —s, y — O)[(1 + (s* + %)) D% exp (— 2mi(p, ¢)(s, 1)) dsdt
RPXR™
= [dpdg D} iau(p, )] ((2m)*+2(1 + (p* + ¢*)**?)
supp 3,
- [DR[Deb(e — s, y — 1)1 + (2 + 12)7)] exp (— 2mi(p, ¢)(s, ¥)) dsde .
RUXR®

Tenendo conto delle ipotesi eonsiderate su b, sviluppando il termine
D¥H[Deb(w—s, y —1)[(1 + (s* + 1%)")] & facile verificare che esiste una co-
stante positiva cx dipendente dal multiindice « tale che

| D2 Db — s, y — 0)/(1 + (52 + 3)7)]]
ca(l 4 (@ —8)* + (y — 1)) 72(1 + (2 4 12)7)2 .
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T dunque possibile trovare una costante positiva €. dipendente da « tale che
| D> Ko, ) |2 <8af (1 + (A2 + p2)>+5(1 4 22 + y2)le) .

Allora esiste una costante ¢, positiva dipendente dal multiindice o tale che

[D* Kaulm, y) |2 dedy <ol 1)1 4 (A% 4 p2)ente) |

i Aat i <dr?

Poiché i multiindici in questione sono in numero finito, ponendo ¢ = max
{¢, : « multiindice}, si ha

J‘ ID“KM(W, ) [ 2 dp dy<crn—2fle/(1 + (A2 + N2)2n+4) .

rta<a i <dr?

Allora, per il Teorema 1.17, K;, & limitata su L?(R*xR") per la convolu-
zione ordinaria e, come risulta dalla dimostrazione del Teorems 1.15, si ha
pure che esiste una costante positiva &, tale che [ Ky ||, <&/ (1 -+ (A2 + p2)2H).
Per quanto visto in precedenza si ha che esiste un’altra costante c; positiva
tale che [|KuuX [[,<ec,/(1+ (22 + p2)2t1), Poiche K = 3 Kiu, si ha pure che

N
NEX <> e)(1 -+ (A% + p2)2+) < 4 oco. Bsiste quindi una costante positiva e,

At
tale che [Af|,<e¢,|f|, per ogni fe Lo(R»).
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Abstract

The purpose of this paper is to derive sufficient conditions for the boundedness of
general operators in the spaces LP(B"), 1 < p << + co. In order {o oblain estimates for
the norm of operators on L?(Er) from the corresponding estimates for operators of twisted-
convolution on LP(R" X R") we use the method of transference.
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