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PAor0 GHELARDONI o PIETRO MARZULLI (%)

Su certi processi iterativi per sistemi lineari (**)

1 - In[2] Collatz introduce un processo iterativo per operatori monotoni
decomponibili che & stato successivamente trattato anche da altri autori come
ad esempio Albrecht [1] che ne fa una interessante generalizzazione. Nel caso
in cui Uoperatore si identifichi con una matrice, il metodo conduce, sotto op-
portune ipotesi, alla determinazione della soluzione di un sistema algebrico
lineare fornendola come media dei limiti di due successioni monotone, una non
deerescente e l’altra non crescente.

In questa nota si osserva che tale processo iterativo coincide con una ver-
sione per intervalli del metodo di Jacobi e di conseguenza si possono estendere
anche al metodo degli operatori monotoni certi teoremi di convergenza del
metodo di Jacobi e viceversa.

2 — Richiamiamo alcune definizioni e proprietd necessarie per il seguito.

(a) Una matrice T € R,x, si dice isotona se, per v e we R,, da v<w (%)
segue Tv<Tw; si dice invece antitone se da v<w segue Twv>Tw.

(b) Nellaritmetica degli intervalli se a, b, ¢, d sono numeri reali con a<b,
¢<d, le operazioni fondamentali sono definite dalle formule

La, b] + [e, d] = [a +01b + d]: [aa b]_[cyd] = [a_d}b’“c]a
{a, b]-{¢, d] = [min (ae¢, ad, be, bd), max (ac, ad, be, bd)] ,

la, b}/[¢, d] = [a, b]" [1/d, 1fe] (0 ¢ [c, d]) .

(*) Indirizzo: Istituto di Matematiche Applicate, Facoltd di Ingegneria, Via
Bonanno 25/B, 56100 Pisa, Italy.
(**) Ricevuto: 4-X1I-1983.
(1) La relazione v <w significa v, < w; per i=1,2,...,n.
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(e) Con la notazione v(a;, b;) si indica un vettore di intervalli ciot un vet-
tore le cui componenti sono gli intervalli v,= [a;, 8], 1 =1,2,..., 5.

(d) Posto X,;= [a;, b;], la successione di intervalli {X,} . si dice mono-
tona se si ha X;2X,2X,2....
Una successione monotona di intervalli si dice convergente ad wun punto se
lim i(X,) = 0, dove I([a, b]) = b — a.

n—>o

Le proprietd di monotonia e di convergenza ad un punto si estendono in
modo ovvio alle successioni di vettori di intervalli.

Per il vettore di intervali X = (X,, X,, X, ..., X,) si usa la norma
[ X} = max (| X,|, |X.], ..., |X.]), dove per X,=[a;,b;] si & posto
|| = max (Jaif, |b.]).

(e) Per un qualunque intervallo [a, b] ed un gqualunque numero reale %
non nullo si ha
[ak,bk] se k>0,
Ha, 1) =
[0k, ak] se k< O.

3 — Sia
(1) Av =1,

un sistema algebrico lineare di » equazioni in # incognite, essendo 4 matrice
non degenere. Possiamo sempre supporre che tutti gli elementi diagonali di 4
siano uguali ad 1 in modo che si possa attuare la decomposizione 4 =T
— T, —1T,, con T, isotona e T, antitona: 7' risulta composta dagli eventuali
elementi negativi di A cambiati di segno e dai rimanenti elementi tutti uguali
a zero; T, dagli eventuali elementi positivi di 4 (non sulla diagonale principale)
cambiati di segno e dai rimanenti elementi tutti nguali 4 zero. Eventualmente
una delle matrici 7, o 7, puo risultare nulla.

In [2] (Cap. III, 21.2) si considerano, per una fissata coppia @i vettori
v < w, le iterazioni

ol = T p® L T - b
@) k=0,1,2, ..,
WA = T ™) L T, - p

che definiscono due successioni di vettori {v"} e {w™}; si dimostra che se risulta

(3) (0} <’l](1) </w(1)<fw(0) R
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allora & anche

(4) PO YD <D Ll <V L LW L LW WO

inoltre, posto

(5) lim oW =, Hmw™ = w,

n—> n—>co

si ha L (v 4+ w) = u, essendo u la soluzione del sistema (1).
Per il seguito conviene scrivere la (2) nella forma per componenti

zt”vgl) zt ,w(l) v

0(I+1) Et ,w(k) + zt ,0(7) 1_
=]

dove si & posto Th= (#,) e Ty= (£;,); per il modo in cui si sono definite T,
e T, si ha

—ay se a; <0 =Gy Se a; >0 5]
I / v /
(6) by = AN b = AN
0 se a;>0 0 se a;<0 oppure ¢ =7.

4 — Congideriamo la seguente decomposizione di 4, nell’ipotesi a;;+0,
A=D—F—T,

dove D = diag (@, Gy, -y @)y B ¢ formata dagli elementi di 4 al di sotto
della diagonale principale cambiati di segno ed ha tutti gli altri elementi uguali
a zero; I & formata dagli elementi di 4 al di sopra della diagonale principale
cambiati di segno ed ha tutti gli altri elementi uguali a zero.

Indicando con X un vettore di intervalli, consideriamo come versione per
intervalli del metodo di Jacobi per il sistema (1) le iterazioni definite da

(7) Xy = X® 4 N L=0,1,2,..,
dove M = DB -+ F), N = D-*b e, nell’ipotesi | M| < 1 (%), si assume eome

(2) 8i intende che la norma matriciale qui usata sia compatibile con la norma vet-
toriale |v]|= max |v,| in R, ¢ quindi anche con la norma introdotta in 2 (d).
k3 n
i
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vettore di intervalli iniziale quello dei componenti X = [—1, 1]|N | /(1 — |M])
t=1,2,3,..,n, in tal modo si & sicuri che la soluzione w del sistema (1) ap-
partiene a X (cf. [3], pag. 61).

Per dimostrare un teorema di convergenza del processo iterativo (7) pre-
mettiamo due proposizioni.

Lemma 1. Data una successione di intervalli {T,}, .., se 0T, Yne N
e se {T, converge a zero, allora, per qualungue numero reale a, la successione
I§ nex ? ) ’
di intervalli {X,}, .= {T,+ a},., converge ad a.

Dim. Detti ¢, e ¢, rispettivamente il primo ed il secondo estremo di T,,
per ipotesi si ha ¢ <0<? Vne N, ed inoltre

(8) lim#, = lim¢ = 0.

n—>o n>c0
Posto T, +a=2X, ¢ X,=[z,,2.], si ha
(9) w=t +a, @ =1 +a n=1,2,38,..,
quindi da #, <0 ¢ #. >0 seguono rispettivamente
z,<a e x.>a ossla s .<a<asl VYnel;
inoltre dal confronto delle (8) con le (9) si ha

. 7 * U
limg, =lims, =a.

n—~co n—>0

Lemma 2. Data una successione di vettori di intervalli {V} . se Vne N
siha O c V™ (essendo O il vettore nullo) e se {V} . converge al vettore nullo,
allora per qualungue vettore reale oo la successione di vettori di intervalli {X™} -
= {V® 4 a} .y converge ad o.

Dim. E una immediata estensione di quella del Lemma 1.

Teorema. Dato il sistema a matrice non singolare Ax = b, sia |M]| <1
in modo che Pordinario metodo di Jacobi

= Mz, + N

converga alla soluzione u del sistema dato; si considers la successione di intervalli
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{Xe} . generata dal processo iterativo (7); allora, se X & un qualunque vettore
di intervalli contenente 1, ogni X contiene u e la successione {X™} . converge ad w.

Dim. Poiché per ipotesi » c X, per la prima parte della tesi basta mo-
strare che da u c X™ segue u c X1, Infatti essendo w= Mu -~ N, sottraendo
membro a membro dalla (7) si ha X®+0—y = M(X® — ), da cui, ponendo
X(k)_ W = V(k),

(10) Vin = Y7o,

Se X® contiene u allora V® contiene il vettore nullo e percio, qualunque
sia. M, anche V®+1 contiene il vettore nullo, cioé X*+D contiene .
Dalla (10) segue poi (vedi nota (3))

(Ve <M Vo], da cul Ve <M VO,

ed essendo || M || < 1 la successione di vettori di intervalli {Ve} _ . in cui ogni
Vo contiene il vettore nullo, converge al vettore nullo; d’altra parte si ha, per
ogni n, X™=V® L 4, percio, per il Lemma 2, segne che la successione di
vettori di intervalli {X} __ converge al vettore w.

Dalla teoria dei metodi iterativi ordinari si ha poi il seguente

Corollario. Se la mairice A del sistema (1) ha predominanza diagonale

forte oppure se ¢ drriducibile ed ha predominanza diagonale debole, allora vale
la tesi del teorema precedente.

5 — In questo numero mostriamo la coincidenza formale delle iterazioni (2)
¢ delle iterazioni (7).

Torniamo a considerare la decomposizione 4 = I — T, — T, definita in 3
ed esplicitiamo le iterazioni (2): per k = 0 si ha dalle (2/)

n 7
wo_ ) L)
0P =3t +ztiiwi + b
i=1

=1
11 t=1,2,.,n
= 2
n , n "
W _ (© ©
w; = Et“.fwj -+ Etij'vi + b, .
i=1 j=1

Operiamo ora sul sistema Az = b con il metodo di Jacobi per intervalli
prendendo come vettore iniziale il vettore di intervalli Z®(»®, w{®).
Se 4 ¢ ad elementi diagonali unitari, come abbiamo supposto, risulta
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M =F 4+ I ed il primo passo del metodo di Jacobi produce un vettore di
intervalli ZW(e,, f,) dato da

ZNe;, f) = (B + P) 29w, w?) + b;

scerivendo questa uguaglianza per componenti si ha

n
[es [ =2 (B + ) [0, w® +b;, ¢=1,2,3,..,n, ossia
=1
n
[e:y f:1 = 2 — a,[vl”, w®] + b, t=1,2,3,..,n,
=1
1

da cui ancora, per la proprieta (e) di 2 e per le (6)

n k3 n n
I n s n .
le, £ = [2 8,07 + 2 1500 + bay 3 0 + 3 8507 + 0] t= 1,205
=1 3=1

=51 i=1
basta quindi confrontare con le (11) per concludere che
o=, fi=wi¥ t=1,2,3,...,n.

6 — Da quanto dimostrato in 5 e dal Corollario alla fine di 4 si deduce che,
per il metodo di decomposizione (2), Pipotesi (3) pud essere sostituita dall’ipotesi
che 4 sia a predominanza diagonale forte oppure irriducibile ed a predominanza
diagonale debole; con tale sostituzione non ¢ pil possibile asserire in generale
la validitd delle relazioni (4) ma restano pur sempre valide le (5) dove si deve
ammettere che sia v = w = .

11 discorso pud anche rovesciarsi permettendo di affermare che se nel me-
todo (7) di Jacobi gli estremi dei primi due intervalli X e¢ X verificano
Tipotesi (3), allora per gli estremi degli intervalli successivi generati dal metodo
valgono le relazioni (4) e (5). In tal caso, se il metodo di Jacobi non fosse con-
vergente, la soluzione u potrebbe ugualmente ottenersi come valore medio
dei due limiti (5).
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Abstract

A method for algebraic linear systems based on a suilable decomposition of a matrix
operator [2] is compared with an inlerval version of Jacobi method. The result is the coin-
cidence of the methods. That allows to extend some Imown convergence conditions.






