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PaorA MAGNAGHI DELFINO (%)

Soluzioni periodiche

per i fluidi di Bingham non omogenei (**)

Introduzione

Nella presente nota si dimostra che la disequazione variazionale che rap-
presenta il moto di un fluido di Bingham non omogeneo (ciod con densitd non
costante) in un insieme aperto e limitato di B® ammette una soluzione periodica.

Questo lavoro generalizza un risultato di R. Salvi[4],, dove viene dimo-
strata Desistenza di una soluzione periodica per fluidi viscosi incomprimibili
non omogenei.

Il metodo che useremo & lo stesso usato da R. Salvi[4].

In 1 si formula il problema. In 2 si di il quadro funzionale e si enuncia il
teorema principale. In 3 si dimostra Pesistenza di una soluzione periodica di
un sistema d’equazioni ausiliarie. Infine in 4 si dimostra Pesistenza di una so-
luzione periodica della disequazione variazionale assoeiata ai fluidi di Bingham.

1 - Formulazione del problema
Sia £ ¢ R?® un insieme aperto e limitato con frontiera I" e sia Q@ = I'x (0, 7).
Il moto di un fluido di Bingham non omogeneo con densitd ¢ = po(x, 1)

soddisfacente la condizione al contorno u(wz,t) = 0 per 2 €l e sottoposto a

(*) Indirizzo: Dipartimento di Matematica, Politecnico di Milano, P.za Leonardo
da Vinei 32, 20133 Milano, Italy. :
(**) Ricevuto: 23-X1-1983.
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266 P. MAGNAGHI DELFINO [2]
una forza esterna f, & descritto (efr.[3]) dalla disequazione variazionale

ou
(1.1) (o kA u)+(o(w-V)u, v—at) - alu, v — u)F-J(v) — J(u) = (of, v — u)

e dalla equazione di continuita

2
(1.2) a—f + u-Vo =0,
dove
(1.3) J®) = g[(Dy(v)dw) ,
o]

(1.4) a(u,v) = 2p | iDi,j(%) D;;(v)dw, Dylv) = 32 $D;5(v) Dy 5(0),

0 4,5=1 J,i=1

D) = 5 i+ 054, ;= 0v,f0m;, 0= 0v; /0, .

Le costanti g e p sono rispettivamente la soglia di plasticity e la viscosita del
fluido di Bingham non omogeneo.

Noi considereremo la disequazione variazionale (1.1) e ’equazione di con-
tinuitd (1.2) con le seguenti condizioni iniziali

(1.5)  u(=, 0) = u’(2),

(1.6) o(w 0) = o°w) con 0 < a<<p¥(@)<f << oo ed o, B costanti.

2 « Definizione di soluzione debole

Per dare la definizione di soluzione debole della disequazione variazionale
(1.1) introduciamo i seguenti spazi funzionali

V= {plpe (2(Q)*: dive =0} (1),

V & Paderenza di ¥ in (HX2))® ¢ H & I'aderenza di ¥ in (L*L))*V & uno

. 3
spazio di Hilbert con prodotto sealare ((v, w)) = > (Vo,, Vu,), dove (v,u) &
il prodotto scalave in (L*(£2))°. =1

Poniamo inoltre |v] = ((v,v)) e |v| = (v,v) e indichiamo con V' il
duale di V.

(*) (2(2))® = spazio delle funzioni di ¢ a supporto compatto. Tutte le funzioni
sono reali.
(HX(2))3 & il classico spazio di Sobolev di ordine uno su (L3(2))3. -
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Inoltre consideriamo W = {yp e H*(Q): dy/on = 0}, dove n & la normale
esterna ad 2 e ‘

Lo

?
@5

@ = fploe L0, T; V): 20 L0, T3 I6(2)); 22 L=(0, T5 L))} .

Consideriamo ora per u, v, w la seguente espressione

3
bluyvyw) = [ 3 wu0;,w,dw; si ha b(u, v,v) = 0.
2 §,5=1

Si pud verificare (cfr; [4],) che se » & una soluzione regolare di (1.1), (1.2),
(1.5), (1.6) allora (formalmente) '

T ov 0v; r ;
(2.1) [ (ou, — 5—) dt — [ ou; u, T de dt + [ [a(u, v — u)
0 t Q (e 0
T
+J(0)—=J ()10t — [ (fo, v—u) At=—3} (o(T)v(T), v(T))—} (0u®, u)+("us, v(0)).
0
Ora diamo la definizione di soluzione debole.

Si dice che {u, g} &una soluzione debole del problema (1.1) (1.2), (1.5),
(1.6) se ue L¥0, T; V), o€ L°(Q) e soddisfano le relazioni

(2.2) OfT(gu, — %)) de —_Lf@“% g—z: de di +f[a(u, v —u)+ J(0) —J(u)]ds
— (et v—w)as
0
>— §(o(T)o(T), v(T)) + (0°u® »(0)) — % (0°u?, u?) we @,
00 | Wove —
(2.3) 5 T Ve=0.

I1 risultato principale del lavoro consiste nella determinazione di una solu-
zione debole del problema (1.1), (1.2), (1.5), (1.6) tale che {u°, p°} = {u(T)
o(T)}. '

Infatti si dimostra il seguente

Teorema Sia fe L¥0,T; H) periodica di periodo T, o°e L™, 0< <o
<< (3). Allora esiste almeno une soluzione debole {u, o} tale che

uwe L0, I; V)N I2(0, T5 H)  0eL”(@), {w 0% = {w(T), o(T)} .

2) 8i assume %>« > 0 per semplicitd, ma non & essenziale.
4



268 P. MAGNAGHI DELFINO [4]

Per dimostrare il teorema si studia un sistema ausiliario e si dimostra ’esistenza
di una soluzione periodica di tale sistema.

3 « Sistema ausiliario

Si considera una famiglia di approssimazioni interne ¥, Cc¥". Si assume
che: ¥, sia un sottospazio di ¥~ di dimensione m; Yv € ¥, esiste una sottosuc-
cessione v,, € ¥, tale che v, —o in ¥ per m — -+ oo.

Tutte le componenti di » in ¥7, sono funzioni sufficientemente regolari.
8i indica con P, loperatore di proiezione definito in ¥~ a valori in #7,.

Si consideri il seguente sistema

au:n m—1 au;n m Ty m 1 m gy T
(31) @ ( ot +Pmuj —a_&:)—.uAuz +J U= Q0 fi _%AQ Uz
gg’—n—{— (PnumtV): gm= —1—A m, divem =0
(3.2) 2t m Qr= AT vur=v,
(m>1) con le condizioni
(3.3) um(w, 0) = uy ,
(3.4) o™®, 0) = o¥, wm(z,t)=0 sulr=Tx(0,T),

dove J™ & operatore associato alla forma bilineare (3.6) definita sotto.

Le funzioni p™ e w™ sono soluzioni deboli del problema (3.1)-(3.4) se

(i) wme I2(0, T; H) N L0, T; 77,
g e L°(0, T HY) N IX0, T5 W) M H0, T; IH)) N L°(Q) N L0, T; W) (%)

(if) L’equazione (3.2) & soddisfatta quasi ovunque in Q.

(iii) Vo e L0, T; 7°) valga

r 9
(3.5) f (& (omum), v) di — b(g™ P, um=1, v, um)
0
T

+ fla(um, o) + <7, 0), 1t = [ (@1, o) — 5 (Agut, o)] d,

]

(3) W24 ¢ 'usuale spazio di Sobolev d’ordine 2 su I%.
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dove

d
<%WMD=§Lm+wmwﬁ#@MMWMWMMEMN%

(3.6)
L), v>>0 Voevr.

Teorema 3.1. Sia fe L¥0,T; H) periodica di periodo T, o™e HYQ)
N L*°(Q), 0 <a<op<f<l. Allora esiste una ¢ una sola soluzione debole del
problema (3.1)-(3.4) tale che

an um
ot

ug = u™(T), o = ¢™(1).

wm e C(0,71; H), e L*0,T; V'),

Dim. Dimostriamo ora lesistenza di una soluzione del sistema (3.5).
Si usa un metodo di approssimazione di Faedo-Galerkin. Sia w,, w,, ..., Wy, ...
una base di V formata da funzioni sufficientemente regolari e si consideri il
seguente problema di Cauchy

m

a un m m—. mn
(3.7) (0" 52, ) + a(u, w;) + b(e" Puris™, i, wy)

1 . .
+ ?7@ (Agm’u/zly ’wg') + <Jm(’llzn), w,) = (me, ’LO;) ] = 1 e %,

«©
con le condizioni iniziali w(z, 0) = u,, , ove w; = > g (8)w*. Con procedi-
.==1

menti standard si dimostra (cfr.[2]) che esiste una soluzione p™ dell’equa-
zione (3.2) tale che Ym

1 r
0<e<er<p [ lon|mdi<en,
]

sup fo™ |z + f lom |3 dt <z .

0T

Dalla teoria della regolarita per lequazione del calore e dalla relazione

“VQm ”L‘(Q) < IAQm lllzngm “},{g(g) ’
si ha che

a m
don€IMQ@),  ZReIMQ).
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Dalla teoria delle equazioni ordinarie si ottiene un numero 0 <" <P e fun-
zioni ¢7.(t) assolutamente continue in (0, #;) che soddisfano (3.7) per quasi
ogni t e (0,{)).

Mediante stime a priori standard si mostra che «” esiste in tutto (0, 1.
A tale proposito moltiplichiamo la (3.7) per ¢7,(f) ¢ sommiamo su j da 1 a n,
ottenendo

oum
(3-8) (o™ =55 » w) + aluy, wp) + b(em Puup™, uit, uy)

+ o (domuy, wp) + T (un), wiy = (@], wy) .

277

Moltiplichiamo per (u?)*/2 Pequazione (3.2) ed infegriamo rispetto a =,
ottenendo ’

: 1
(3.9) 5 ] %

1
~——W—”J;Ag (um)rde = 0.

Sommando 1a (3.8) con la (3.9) abbiamo

A’—g—( m)2) dz + a(ur, ur) + I, (wr), wrd = (o™ f, um)

[N

da cui si deduce che

(3.10) wm appartiene ad un insieme limitato di L*(0, T; V) N L=(0, T'; H)
indipendente da m e n.

(3.11) %(Q’”w{:) appartiene ad un insieme limitato di L0, 7'; V) indi-

pendente da n .
Dalle (3.10) e (3.11) si ottiene

(3.12) limur = u nella topologia debole;
oo L¥0,7; V)

(3.13) Hm wp = u nella topologia debole *;

n=>tce  LOO(0,T;H)

(3.14) lim 0 (o™ wm) = 0 (o™u™) nella topologia debole.

portw O = gdo iy OF
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Si deduce che w™ & soluzione delle (3.5), & unica e verifica la (3.3).

Mostriamo ora che w™e 0(0, T'; H). Otteniamo (cfr.[4],) che u™ verifica la
relazione

0v;
0w;

¢ ov
(3.15) f {(em U W) +pf (o™ P 1), o (v — um); dw
[ 2

1
+ a,(um, P — um)_‘_<J:n(um), P — um> _— (me, P — /u’m) + 5,,_)_7! (AQm'D, P — um)

+ % (dgrum, v—um)} dt>——% [V 0u(t) (wult)—2(1)) |2~ %[\/@n(—o‘) (2(0)—wm(0)) |2,

per quasi ogni ¢ (0, T) e Yoe L*0, T; V) tale che 9v/dte L¥Q). Sia ora u)
una soluzione dell’equazione

N5 U + um = ym . wn(0)=u,

e ponendo nella (3.8) v = w;’ si ha

m

L oum z o,
1 1V ow (G 1208 + [ { (@n Putem=t), -1 (up — um) da
0 [ Q 7
y 1
+ a(um un — wr) S (wm), wr — wmy — (o™ f, wr — w™) + o (Demum, wn— um)

1 1 e :
-+ 5 (Aomum, wr — w)} di > 5 1V om(t) (up(t) —um(®))|®,  ciod

]
n

z our,
(3.16) [wn(t) — wm(t) [2<ef {’?J'Q’"(Pmum—l)i 8—:;— (wm — um); Az
HAY .

3

: 1
+ alum, un — wm) + I (um), wn — umy om (dom™(uwm - 2um), um — w)} dt .

II secondo membro della (3.16) tende a zero per # — 0 uniformemente rispetto
a t per cui w™(¢) & continua da {0, 7] in H. ‘
Mostriamo ora che esiste una soluzione della (3.5) tale che w7(0) = u™(T).
Supponiamo che o™ sia periodica cioé che p™(0) = e™(T).
Consideriamo ’applicazione S:+/o™(0)u" —+/o"(0)«(T). L’applicazione 8
trasforma lo spazio vettoriale G = {v|v e (L¥£))%, v = V/gou, % € V, = spazio
generato da wy...w,} in sé.

Dimostriamo che § & continua in H e trasforma opportuni insiemi limitati
di H in sé. ’ '



272 P. MAGNAGHI DELFINO [8]

Per dimostrare che 8§ & continua consideriamo due soluzioni

Uy == z gm‘(t)wz‘ ’ ﬁ'?: = zgm(t)w
=1

=1
della (3.5) corrispondenti a valori iniziali w; e @ ; dalla (3.5) otteniamo

oz — @)

o 0wy,
(3.17) (" =, @) + [ @ (P g — ), L
o

5, dx

+ alup — Gy, w;) 4 <J'(up — 4@y), v) + 5 <AO’"( —dip), w;) = 0.

Moltiplichiamo la (3.17) per ¢,; e sommiamo su j da 1 a % e otteniamo

olup —am), X
T) (u" —_— un)jda,

A alwr — @, wm — @) A N (um— an), (wm— )
1
+ J—

2m

)
(3.18) I o, (uy — dp)*dw + [ o™(Puum1), (
2 0

[l

(dom™(up — @), wr — @m) = 0 .

Moltiplichiamo la (3.2) per (w7 —#7)%/2 ed integriamo su @ e sommiamo il
risultato a (3.19) ottenendo cosi

1V m(0) (wp(t) — dim(t) | <e| Vom(0) (um(0) — @r(0))] .

Quindi la continuitd di § & dimostrata.

Dimostriamo ora che § trasforma una sfera di raggio B, di centro lori-
gine e raggio R (da determinare) in sé.

Consideriamo ’equazione

oum oup
(3.19) (" =~ wm)+ fe (Prmtu™) ur, o do

+ aluy, wp) + I (wy), wid + — (dgmug, wp) — (nfyup) = 0.

Si ottiene

e

DOt =t
=)

f %_[gm w2 de < :—lc]f] ) da cui
.Q Q

§ o) (wrn(T))2 dze<exp (— ¢T') [om(0)(um)2dz + oj‘Tf [2d¢, quindi
o @

] I (D)) dw<exp (— o) [ ep(un)de + aff]2ar.
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T
Scelto R in modo tale che R>¢, [|f]2/(1 — exp (— ¢T))at si ottiene che S tra-
[

sforma la sfera di centro l'origine e raggio R in se.

Quindi Papplicazione S muta ogni sfera dello spazio euclideo con centro
Porigine e raggio R in s8é.

Da cid segue, applicando il teorema di punto fisso, che esiste un
vo=V¢"(0)w" appartenente a @ tale che S(Vo"(0)ur) =+ gpu(T). Quindi
preso come dato iniziale ) = /v ™(0) abbiamo che la corrispondente fun-
zione ¥7(t) soddisfa la relazione u?(0) = u2*(T) ed & soluzione di (3.7).

In modo analogo si dimostra che ¢™(0) = o™(T).

In seguito sceglieremo Vp™(0) in modo che

/(1 — exp (— T'[m)) < Vo™(0) < cym® .

4 - Dimostrazione del teorema principale

Usando lo stesso procedimento seguito in [3] ed in [4]; ed osservando che

T t
| [T (%), 1/7 Jun(s)ds) | <e/V'h, si ottiene
n t—h
I—h

(4.1) [lum(t + k) —um(t)|2dt<ch YA >0,
0

ove ¢ e k sono indipendenti da m e 4 & una soluzione della (3.7). Allora dalle
(3.10) e (4.1) si ottiene che " appartiene ad un insieme relativamente compatto
di I7(0, T'; (L°(£2))%); per pe[2, + <o) e g€ (2, 6): (1/p) + (3/2¢) > 3/4.

Per P, u™t valgono le stesse stime di #7! e quindi otteniamo che:

(4.2) lim am ==y nella topologia debole;
m>+ L*(0,7; ¥)

(4.3) lim Pumt=u nella topologia debole;
m->4co L¥o,7; V)

(4.4) lim 2™ = nella topologia debole *;

. M-} 00 £9°(0,7; H)

(4.5) lim = nella topologia forte;
m—+o  LPO,T; (LP(D))?)

(4.6) lim P, um1= u nella topologia forte;
m=>=+w  LP0,7;(Z)%)

(4.7) lim g™ =9 nella topologia debole *.
m=rt oo L%9(Q)

Dalle (4.6) e (4.7) segue che

Iim (P,u"1),0" = u;0 nella topologia debole.
m—to FA )]
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Considerando la (3.2) nella forma

~

(JQ'” ] i(
ot ow;

1
_Pm um—lomy . 2= Ao = ()
= m - ’

Ky
e dato che 1/m [ [|Vom|}s,dt<C, segue che
0

1
- f o™, @)di =0 Vo e L2(0, T; HY(Q)).
m——>+w [}
Quindi
a "
(4.8) lim 22 — Op/0t  nella topologia debole.
m—>t o 0 Z*0,7; VYD)

L’equazione (3.2) da al limite
do 0
Fr + 8—501 (u;0) =0,

¢ dalle (4.7)-(4.8) segue che p™(z, 0) — o(z, 0) in H-*}(2) debolmente, percid
o(@, 0) = go().

Procedendo come in [3] si ottiene che »™ soddisfa (2.3). Cosi ¢ dimostrato
il teorema.
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Abstract

We prove the existence of a periodic solution for the flows of a nonhomogeneous Bin-
gham’s flwid in I3,




