Riv. Mat. Univ. Parma (4) 11 (1985), 219.222

ALBERTA SUPPA MODENA (%)

Sui quasi-anelli distributivi -rigidi (*¥)

1 - Introduzione

Lo studio delle relazioni fra la struttura di un quasi-anello ¥ e il suo
gruppo di automorfismi .o/ & stato variamente affrontato, ma fino ad ora ei
si & interessati soprattutto di determinare il gruppo degli automorfismi di
particolari classi di quasi-anelli (cfr. ad es. [1], [2];). Collegato ovviamente al
precedente & il problema di caratterizzare i quasi-anelli con dato gruppo di
automorfismi; tale questione & stata studiata pitl recentemente e non ancora
in modo sistematico (cfr. ad es. [5]).

Nel presente lavoro si studiano i quasi-anelli (che chiameremo s7-rigidi in
analogia con [3]) il cui gruppo <7 degli automorfismi si riduce all’identita.

Si dimostra che i quasi-anelli distributivi N con 0 A(N)C Z(N+) e
A(N?) = A(N) non sono sZ-rigidi, mentre lo sono gli anelli i cui automorfismi
sono permutabili con gli endomorfismi del gruppo additivo N+ e in cui A(N) = 0
oppure N2 = N.

Infine si caratterizzano i quasi-anelli distributivi ¥ i cui automorfismi sono
permutabili con gli endomorfismi del gruppo N+ che non sono s7-rigidi.

2 - Generalita

Sia N un quasi-anello; poniamo A(N)={wecN|oy=y2 =0 VyeN} e
Z(N*)={zxeN|s +y=y + o YyeN} e indichiamo econ N? il sottoquasi-
anello generato da N® = {wy|x,y € N}. Se N & distributivo, A(N) risulta
essere un ideale ¢ N un anello. Se Aut N & Vinsieme degli automorfismi di ¥
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e End N+ Pinsieme degli endomorfismi del gruppo additive N+, si considerino,
rispetto alla composizione o di funzioni, il gruppo &7 = [Aut N; o] e il semi-
gruppo &+ = [End N*; o],

Osserviamo che se @ € o7, si verifica che @(A(N)) = A(N), p(N?) =N°e
P(Z(NT)) = Z(N™).

Diamo ora la seguente

Def. 1. Un quasi-anello N si dice o7-rigido se ammette come unico auto-
morfismo Pidentitd idy.

Il nostro scopo & quello di caratterizzare i quasi-anelli »7-rigidi distributivi;
poichd, posto Z(6+) = {x € End N+|aof = foo VB € End N+}, & idye Z(&7),
& opportuno esaminare 1 quasi-anelli distributivi i cul automorfismi apparten-
gono a Z(&%).

Si stabiliscono le seguenti:

Oss. 1. Se N & un quasi-anello distributivo con Aut N+ C Z(&™), allora
N? & un ideale e N2C Z(N+).

Si considerino in N+ Pautomorfismo interno «, e la traslazione sinistra .,
Vz,te N: da o0, = a0, segue, VoeN, —tz +lv +loe=—z2 +tx+2 ¢
quindi &z = 2 + {(—z +a -+ 2) —= Allora si ha, Vo,y,2e N, —z + oy +2
= gy da cui la tesi.

Oss. 2. Sia N un quasi-anello distributivo con &7 C Z(&%); se pe o
allora
(1) @l@) —2e AN)NZ(N*), YoeN;
(2) p@)y =y, Vo,yeN;
(3) @p(n) =mn, Yne N2

(1) Siano ¢ € o/ e € N: consideriamo le traslazioni sinistra vy, e destra ,y
che sono endomorfismi di N+; poiché ¢ € Z(&™) segue zy = @)y e yr = yp(z)
per cui (p(w) —a)y =0 =y(p@)—=2) VYVyelN e dunque @) —azecA(N)
Yz € N. Considerando ora l’automorfismo interno o, Yo € N, di N+, dalla per-
mutabilita, di ¢ con o, segue — ¢(x) + p(y) + @) = — @ + @(y) + = da cui
py) + (@(@) — ) = (p(@) — o) + p(y) e, per la suriettivita di ¢, si ha ()
— & € Z{(N*).

(2) Ovvia da (1).
(3) Segue dal fatto che Yz, y e N, p(wy)—azy=(p(z)—) p(¥)+(p(y)—y)=0.
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2 - Quasi-anelli s7-rigidi

Ricordando che un quasi-anello distributivo N risulta un anello se A(N) = 0,
si dimostra il

Teorema 1. Un anello N con o/ C Z(E+) e con N? = N oppure A(N) = 0
& oA-rigido.

Se ¢ € &7, ponendo « = ¢ —idy, segue, dalla Oss. 2, che «(z) = 0 Yz e N,
nel caso che A(N) = 0 oppure che N*= N e quindi ¢ = idy.

Nel caso che A(N)s4 0 sussiste il

Teorema 2. Se N é un quasi-anello distributivo con 0= A(N)C Z(N*) e
A(N?) = A(N), allora N non & Z-rigido.

Sia a e A(N®) tale che a¢ A(N); allora aN?=0 = N2 da cul segue
aNCAN) e NaC A(N) con aN % 0 oppure Na == 0.

Supponendo aN = 0, si consideri la funzione non identica ¢: N — N defi-
nita da @(x) = & + ax. Bssa & iniettiva; se @ + av =y + ay allora —y + =
=aly—x) e quindi —y +ao=ac A(N); percid da v +ar =9y +@ -+ aly
+ @)=y -+ ay segue @ = 0 ¢ & = y. Poiché, Vze N, si ha 2 = ¢z — a2), la ¢
& biiezione. Ora la verifica che ¢ & automorfismo & banale.

Se alN = 0, si ragiona in modo analogo osservando che Na < 0.

Ricordando che, se « & un endomorfismo del gruppo N, si dicono emsi-
simmetrici gli elementi e N tali che a(z) = — =, posto A(N) N Z(N*) = H,
si ha

Lemma 1. Sia N un gquasi-anello distributivo con <7 C Z(6%); se p € o
allora o = @ —idy ¢é un endomorfismo di N privo di elementi emisimmetrici non
nullt in H con N2CKerw ¢ ImaCH.

Per la Oss. 2 si ha, Vo, y e N, p(@) —z € H ¢ pay) = 2y per cui o = ¢ — idy
& tale che Ima CH e N2C Kera.

Risulta che o & un endomorfismo in quanto «(z + ¥) = @@ + 9) — (® + 9)
= @) + (Ppy) —y) —2 = p@@) — 2 + o) —y = a(@) + ay); alzy) = pay)
—ay = 0 = (p(®) — 2)(p() — ¥). Inoltre, se h € H ¢ a(h) = — h, allora p(h)=0
¢ quindi b = 0.

Teorema 3. Sia N un quasi-anello distributive con of C Z(&); N non &
S-rigido se ¢ solo s¢ N* possiede un endomorfismo o non nullo, prive di elementi
emisimmetrict in H con N2°CKerx ¢ Ima C H ¢ la funzione w: H— H, definita
da p(h) = (k) + k (Yhe H), ¢ surictiiva.
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Se ¢ s%idy & un automorfismo di N, la funzione o = ¢ — idy soddisfa, per
il Lemma 1, le condizioni richieste e in particolare y = @/H.

Viceversa se esiste un endomorfismo o« di N+ che verifica le condizioni
indieate, la funzione ¢ = o + idy & un automorfismo non identico di ¥. Infatti
@ ¢ inieftiva perché da a(z) + @ = a(y) + y segue a(fx —¥y) = y — « e quindi
@ =y, Inoltre « & suriettiva poiché, Vte N, «(t) € H, allora 3k e H tale che
a(t) = a(h) +h e per x =t —h si ha @) = a(t) —a(h) +t—h = t. 1 resto
& ovvio.
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Summary

In this paper we study /-vigid near-rings, namely near-rings whose automorphism
group is {idg}.

We prove that distributive near-rings with 0 5= A(N)C Z(N+) and A(N?) = A(N) are
not o-rigid, while of-rigid rings are the ones with A(N) =0 or N* = N whose aufo-
morphisms are permutable with the additive endormorphisms.

Then we characterize the distributive near-rings whose automorphisms are permutable
with the additive endomorphisms that are not o-rigid.



