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V. DE RIENZO ¢ A, MESSINA (%)

Su un meodello non lineare di diffusione in mezzi porosi

con porosita distribuita su doppia scala (**)

1 - Introduzione

E. Ruckenstein, A.S. Vaidynathan e G.R. Youngquist hanno studiato
in [1] il fenomeno della diffusione in mezzi con struttura porosa irregolare,
esaminando in particolare quelli in cui si puod individuare una doppia struttura
di pori di dimensioni molto differenti tra loro (macropori, micropori), ecoi micro-
pori uniformemente distribuiti nei macropori. Bssi elaborano un modello, rife-
rito al caso di simmetria sferica, costituito da due equazioni paraboliche lineari
che traducono i processi diffusivi nei macropori e nei micropori, schematizzati
come sfere. In tale modello Paccoppiamento tra i due processi avviene nel
seguente modo: (i) la concentrazione v della sostanza diffondente alla superficie
della microsfera col centro nel punto x all’istante ¢ & proporzionale al valore
ivi assunto dalla concentrazione w nella macrosfera (idealizzata come un mezzo
omogeneo); (ii) lo scambio di massa tra macrosfera e microsfere & schematiz-
zato mediante un termine di sorgente nell’equazione di diffusione per la ma-
crosfera, proporzionale al flusso uscente delle pareti delle microsfere. Gli Autori
oftengono una soluzione del problema coi dati iniziali e al contorno costanti
mediante I'uso della trasformata di Laplace.

In [4], R. Steudel riprende lo stesso modello con simmetria sferiea, intro-
ducendo delle non linearita sia nei singoli processi diffusivi, sia nei termini di
accoppiamento. In tale lavoro viene dimostrata Vesistenza e Punicitd di una
soluzione in senso generalizzato del corrispondente problema ai valori iniziali
e al contorno.

(*) Indirizzo: Dipartimento di Matematica, Universitd degli Studi di Bari - Via
Re David 200/A, 70125 Bari, Italy.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.F.M. (C.N.R.). — Ricevuto: 1-IX-1983.
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Nel presente lavoro consideriamo uno schema piut generale, nel quale viene
abbandonata ipotesi di simmetria sferica, con Pintento di dimostrare che il
problema ai valori iniziali e al contorno possiede una unica soluzione classica.

I1 problema & enunciato come segue: dati due domini, @, 2, c R", di fron-
tiera regolare e una costante 7' > 0, poniamo @z = 2 X (0, ), @, r = 2, X (0, 1),
8y = 802 x(0, T), 8y,r = 06, X (0, T) e indichiamo con z = (2, %, ..., ¥,) i punti
di 2 e con ¥ == (Yp, Yo, ey Yn) 1 punti di £,.

Problema P. Trovare e 0*YQs) N C(@r), ve C*XQ, 1) N C(Q, ), in
modo che per qualche 7 > 0 siano verificate le equazioni

\ (K(u) V’M) + K,y (v ) (wy2) € QT)

Bnl jvesy,p

w(®m, 0) = uy(w) we L, w@, )]s, =1 0<t<T,
o
V,* (Ey(v) V,0) = 5 @) €Qur, (Y, 052) = v(y; o) ye Ly,
(Y, 1 @) |s, , = W(w(, 1)) 0<t< T,

dove V,, V,- sono gli operatori gradiente ¢ divergenza sulle variabili y,, .,
.y ¥u, 7y la normale esterna ad S, e K, I, h, u4,, v, sono funzioni assegnate.

Nel seguito assumeremo che:

— K, K, siano funzioni hélderiane (esponente « € (0,1)), che verificano
delle ipotesi standard di crescita asintotica (v. ad es. [2] pag. 452) tali che

0 <r(lu]) <K@ <pu(lu]), 0<n(lo])<Eio)<m(]v])

(», , funzioni continue non crescenti; u, u, funzioni continue non decrescenti);

— he CXR);

— Uy € H*(Q), v(; @) € H**(y), noly; -) e H*(2) (1);

— siano soddisfatte le seguenti condizioni di compatibilita:

(i) tra uo(x) e u(w, 1)|sp: uo(w)]ag =1; (i) tra (y; ) e v(¥, ;o) |s,:

0¥ ) o, = Muo®)); tra wo(@) e vo(y; @): (i) {V- (E(to) Vito)} o5, = {Ha((10))

+ (0vofOmy) ]uesl,m}xesm (iv) Vu(Kl('Uo)Vy’Uo)vesl,av = IL'(“O){V'(K(’MO')V’%) “-K1(h( o))
. (81;0/8711) | vesy o -

(1) Sia per i simboli usati per gli spazi funzionali di Ho6lder, che per le norme in
essi definite ecfr. [2].
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Dimostreremo il seguente

Teorema 1.1. Nelle ipotesi sopra enunciate esiste T,> 0 tale che il Pro-
blema P ammette una ¢ una sola soluzione in (0, T,). Inolire

w e Heto 1+a/2(QTo) , veHze 1“‘”“""(@1,'!0) .

Il processo dimostrativo consiste nella identificazione della soluzione con.
il punto fisso di un opportuno operatore.

2 « L’operatore Z

Definito ’insieme di funzioni

X(M, My, T, o)

- o0
:{wEH“’“/g(QT): ”w"g’;- <M, ﬂwll(e";’ <My, w(®, 0) = K1(h(“0)) 'a—qi IﬂESI’T ’

con M, M, costanti da determinare e preso w € X risolviamo il problema

(21) V(RO V) = - w@,1) (@1e0s,
(2.2) U, 0) = uy(m) zve 2,
(2.3) Ulw, t) [sp=1 O<t<T,

che (per le ipotesi fatte) ammette una ed una sola soluzione U(w, t) € H+o 1+l 2(QT)
(v. [2] Teor. 6.1, pag. 452). Il problema

0
(2.4) V, (E(V)V, V) = a;it? (Y, 0) € Qur,
(2.5) Viy, 0; @) = vo(y; ) Yy €L,
(2.6) V(Y t; o) [sye= WU, 1) 0<t<T,

per lo stesso teorema citato, ammette una ed una sola soluzione V(-, -; )
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€ Heter t+el2((), 7). Definiamo quindi 'operatore &

2.1) 5, 1) = Zal, ) = Ku(V) 2 ues, -
1
Osserviamo che in corrispondenza di ogni punto fisso di & le funzioni U
e V risolvono il Problema P.
Dopo aver dimostrato che &(w, ¢} appartiene ad X per un’opportuna scelta
dei parametri che definiscono X (in 4), la dimostrazione del Teorema 1.1 &
ricondotta alla dimostrazione della contrattivitd dell’operatore Z.

3 = Alcune stime

Diamo ora alcune stime delle soluzioni U{z, t) e V{(y, {; #) dei problemi di 2.

Se U(w,t) & soluzione del problema (2.1)-(2.3) per essa sussistono le stime
(3.1), (3.2) e (3.3) seguenti, dove le costanti che compaiono dipendono dai
dati, oltre che dalle grandezze specificate.

(3.1) 1Tlg< (lolg),  IVUlg<No(lolg):

4 e

Le stime (3.1) si ottengono immediatamente applicando il prineipio di mas-
simo e il Lemma 3.1 [2] (pag. 535).

(3.2) U116 < Ma(lwl§))-

e
La stima (3.2) si ottiene applicando il Teor. 5.2 [3] (pag. 320)

|T15F < costs (Juo(@) |5 + lorlz, D]G7) -

(3.3) 17167 <V (lwlgy), Vv e (0,1).

4 Qp
Posto, infatti,
A, 1) = Ula, t) — V(z, 1)

con ¥ e Hte vtal2((,) funzione nota, tale che ¥(z, 0) = u,(z), P(2, 1) |s,= 1,
consideriamo il problema

_od_ o

+ w(@,t) — V-(E(T)V¥),

A, 0) =0, A, t)]s=0.
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Poiché risulta (efr. le condizioni di compatibilitd (i)-(iv) e la definizione di )

Y
{o@, 0) — V- (K(u) V¥) + %?lmo}sz,: 0

¢ sono inoltre verificate tutte le altre ipotesi di applicabilitd del Teor. 4.1 [1]
(pag. 191) grazie alle (3.1}, segue (3.3).

Stime analoghe alle stime (3.1) e (3.2) valgono per la soluzione V(y,t; x)
del problema (2.4)-(2.6) () )

(3.1) IVle <X (lel) @.2)  [VIgT <Nl -

@,r Q,r @y,
Sussiste inoltre la seguente stima

(3.3) [ Vﬂ(””)/lcl( -+ Icz(ﬂa)[]‘“’) Tal2 Yv e (0,1)

con k; e k, costanti ehe dipendono dalle quantitd indicate e dai dati.
Per effettuare questa stima si introduce la funzione

(3.4) iy, t; @) = vo(y; @) + h(Ulw, ) — h(u(x))

tale che Wi(y, 0; @) = v,(y; @), Pily, t; %) |s,, = MUz, ?)), e quindi la funzione
Ay, t; 2) = V(y, t; ) — Py, t; ), che risolve il problema

04 oY,
Vy'(Kl(V) \2 Al) - _a't'l = "éf"‘ Vz/'(Kl(V) V,,’:Pl) 3

Ay, 0;2) = 0, Ay, t; w)|51,2': 0.
Poiché K,(V) ¢ lipschitziana su 8, r, in quanto U, risulta limitata in funzione

di Jo[$ ed inoltre
T

oY,
{Vv' (Kl('vo) V'Uo)}vesl’z,"“ ”’5?} lime =0,

vESy, 1

dal Teor. 4 [1] (pag. 191), segue

aW1 !
3.5)  MVIGD <k {l=; — (Ki(MVWF0)* + Eu(V) 4PN+ IP0ET

@ I7Ig,= SUD [ V(3 ) g, -
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dove k, & una costante che dipende (in modo continuo) oltre che dai dati, da
]IEU/Bt“g’T) ¢ da M (3). Poiché V,¥,= V,v,, 4,V = A,v,, o¥,[ot = K (2T[0t) e
inoltre [0T[ot|g) <y + [ U

Q
facilmente alla dimostrazione della (3.3)'. Poiché tutte le stime in 1+ wval-
gono Y» € (0, 1), d’ora in poi assumeremo » = a.

&*"‘)Talz, usando le stime (3.2) e (3.5) si giunge

4 - 2: X X.

Osserviamo anzitutto che per le (3.1) e (3.3), &(=, ?) & limitata ¢ hélderiana
rispetto a £ con esponente /2. Per mostrare poi che @&z, ) & hélderiana rispetto
ad @ con esponente o, occorre stimare

(41) (', 2) — @@, 1) |
oV(y, t;0') OV(y, t;a" , .
< {E(V(y, 15 2) ( (gé’ni’ e (%jl T (B, 15 0~ KV, 15 ')
oV(y, t; a"
B D[

A tale scopo, introduciamo la funzione
Wy, t; a',a") = Vg, t; &) = V(y,t; 2") =V'— 7"

e stimiamo | W|g*®. Essa risolve il problema

ow

V, (B V)V, W) + Ki(y, ¢; o', 0" ) WA, V"4V, V" Ku(y, t; o', ")V, W= ot

Wy, 0; ', a") = vy(y; ') — vo(y; 2") ,
Wiy, t; o', 2") ,6'1,2': MU, f) — R(U(a", )

con condizioni iniziali ed al contorno non nulle. Introdotta, similmente alla
(3.4), la funzione nota Wy(--; o',a") € Hxte 1+ol2(Q), 1), tale che

P(y, 0; @', 2") = v(y; @) — vo(y; @") 4
Yoy, 5 @', ") |sy,0= MU(', t) — MU(@", 1)) ,

(®) In un intervallo limitato di variabilitd dei parametri si pud sempre pensare
che &, dipende da essi linearmente.
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& possibile applicare il Teor. 4 [1] (pag. 191) alla differenza W — ¥, ed otte-
nere infine

(4.2) | W jjtate

e,r
oU(z', -
N(1182) (Il @) — (-, o [ ( (e, ) 2280 )

pU, -
— W(U@", ) —%}"—) I6m) -

Se si tiene conto delle ipotesi fatte su v, ¢ della (3.2), la (4.2) diventa

(4.3) ||t <N4(“w”gz) o' — & |

@,

Segue in particolare la holderianitd di V, W rispetto a ¢ con esponente o2
e quindi

Vo Wliey p < (es(M) + Ni(J |52) T2 |'— " |

oW A

A questo punto, tenendo presente la (4.1) e ricordando le (3.3), (3.3), si ha
(4.4) lo@', 1) — &(", 1) |5, < (ks(M) + Na(|o|§?) To) |27 — " |=.

Indicati poi con {w)y ed {@)>r i coefficienti di Holder in @r di w(x, t) ed &(w, 1)
rispettivamente e tenendo conto della (3.3) e (4.4) possiamo scrivere

(4.5) (&Y < ko M) + T 00| $2) o2

Sia ora
M= 20,=2max |w(z, 0)|, M,= 20, -+ 2k(M).
2EQ
Se prendiamo l[w][fe°;<M ed {wdp<2k(M) verifichiamo che T (M) tale che
|@lley, <M, |55, <20 + 2ko(H).
Infattl per la (4.5) 3T, (M) tale che {@)r <2ky(M); inoltre, da quest’ultima

stima e dal fatto che &(w, 0) = w(w, 0) discende che IT,(M)< T, tale che
i[w][‘m <20,.

Possiamo allora concludere che ’operatore Zw = & & tale che

ZX(20,, 20, + 2k4(20,), Ty, @) € X(2C,, 20, + 2k6(2C,), Ty, ) = Xo(Ty) .
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5 « Contrattivita delloperatore 2

Vogliamo dimostrare che & & una contrazione di X(T,) c H»+/2(Q,) in sb
coi valori gid specificati per M ed M, e per un opportuno T, e (0, T,).

Siano Uy(w, 1), Vily, t;2) e Uulw, 1), Vi(y,t; #) due soluzioni dello stesso
problema (2.1)-(2.6), ottenute la prima in corrispondenza di w,(w, ) € X,, la
seconda di w,(w, t) € X,. Bisogna stimare

(5.1) |20, — Zoye
ov, av.
< (Tl N 1 = 57 )su,n I,
+ (MU, 1)) — Eo(W(Ts(w, ) [2 | 5 s s G -
A tale scopo introduciamo le funzioni

(5.2) Y(w, t) = Uylw, 1) — Us(2, 7)
(5.3) Z(y, b5 @) = Vily, t; @) — Va(y, ¢ @)
(5.4) Wy, t; o', a") = Z(y, t; o) — Z(y, ; o)

che risolvono rispettivamente problemi del tipo

V- (I(0,) V)4 Hylo, ) FAU - Hw, 1) V-V U= 5L 4 @, 1) — el 1)

Y@,0) =0, Y@,0)|s=0,

_ - o7z
v, (KI(VI) VuZ)+H1(% t; @) Z A4, Vo+-Hy(y, 85 #)V, Z-V, Vo= Fr
Z(y,0;2) =0, Zy,t; ») |S1,z',: h{( Uy, %) — h(Us(, 1)) ,
= N = - oW
Vi (KI(VI) \Z W) +H,(y,t; o', 2") WA, Vo-+-Hy(y, t5 o', a")V,W-V,V, = !

W(% 0;2',2") =0,
Wy, t; @', &) sy, = MU', 1)) — BT’ 8) — (W(Ts(a", 1) — W(Tala", 1))

dove H,, H,, " ¢ t=1, 2, denotano funzioni sufficientemente regolari. Per il
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Teor. 5.2 [2] (pag. 320) si ha subito

(.5) I T8 < cost | oy — w5

inoltre per il Teor. 4.2 [2] (pag. 444)

IVoZ(-, -5 @)lg,, < cost | 9X (w, t)/ct]g, -

Usando poi una stima pit fine (v. [1] formula (3.23) (pag. 200)) otteniamo
c¢he per T, opportuno, T;e (0, 1),

IV W (-5 0, a5 < cost TS (sup [9X (o', 1)[0¢ — 9X (2", 1)/5t]) -
e 0<t<T,y

Tenendo poi conto della (5.5) si ottiene

(5.6) 1V, Z(y, t; =) {]“"’ < cost || @, — qu“"’ T,

(5.7) ” v, W(?/, t; o', 2" ”g’l‘ih < eost “ Wy — Wy ”g’;’s T;l—oclz) la;’—— s
Dalle (5.6) e (5.7) si deduce che

T om, iz,

I (T, )1 (202 Je <eost] @ — walgp T,

¢ poiche

I T, 1) — Ha T, ) ) 1

lsm.x ”g’;)l <cost | w; — w,] f;;’l Telz,
possiamo allora affermare che T, € (0, T,) tale che &: X(T,) — X(T,) & una
contrazione rispetto alla norma di Has/2(()). Cid completa la dimostrazione del
Teorema 1.1.
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Abstract

A system of two parabolic non-linear equation, which describes the diffusion in solids
with bidisperse pore size structure, is studied and existence of an unique classical solution
is proved. The proof is based on the use of the Banach fized point theorem.
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