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P. AzziMONDI ¢ C. SCARAVELLI (%)

Teoremi di punto unito comune (**)

1 - Introduzione

1.1 - Anche in questo lavoro, come nei precedenti [1],,,, dobbiamo pre-
mettere la definizione e le principali earatteristiche dello spazio metrico gene-
ralizzato (H, d) (H-spazio) nel quale facciamo le nostre considerazioni. «% & un
insieme, e d: B xE — R+ una applicazione che verifica le seguenti proprietd:
(a) d(wy, ) = 0 <=> my=w,, per @, @, € B; (b) d(w,, ©,)=d(2s, 1), Per @y, B, € B;
(¢) esistono: un sottoinsieme 4 di R+ contenente un intervallo 0" 'a (a > 0),
una costante reale r>1, e una funzione ¢: A — RN+ infinitesima nello zero,
tali che, per ogni w,, 4,, ¥3 € B, d(w,, ©,) € A = d(wy, 25} <@[d(wy, 2,)] + 7d(@s, @5)
{(proprieta triangolare generalizzata: p.t.g.). I'applicazione d (distanza generaliz-
zata), che in generale non & continua, &, perd, uniformemente continua se ¢ solo se
7 =1 (efr., ad es., [1],). Come negli spazi metriei, poi, in questi H-spazi (che
sono di Hausdorff) si possono introdurre e trattare le nozioni topologiche e di
completezza. Inolire qui consideriamo ancora, e soltanto, H-spazi (H, d) completi,
e per brevitd non lo ripeteremo pitt in cid che segue. Come resterd sottointeso
che 4,7,9 e p (ove compaiono) sono rispettivamente linsieme, la costante,
la funzione indicati in (¢) e la funzione y: B X E — 01 cosi definita

(p[d(wh 902)] per (mly wz) tale che d(a,l, wz) E.A.\{O}
(1) (@, @) = <
1 per (zy, @,) tale che d(wy, m,) ¢ AN{0}».

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Via Universitd, 12, 43100 Parma, Italy.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito dei Gruppi G.N.L.M. ¢ G.N.A.F.A. (C.N.R.) e con
fondi M,P.I. — Ricevuto: 21-VI-1983.
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1.2 — Ricordiamo ora che nell’ipotesi di contrattivitd comune dei teo-
remi 1, 3,4,5,6 di[l], abbiamo cercato di coinvolgere a primo membro il
minor numero possibile delle sei distanze d(f,(,), fh(wk)) (r=1,2;8=3—12;
h=1,7As; k= 1,7A(3 — k), mantenendo fra queste almeno d(fi(ws), fa(rs)),
mentre a secondo membro abbiamo messo tutte le nove distanze d(z;, ,),
a(@:, fi(@s)) (4,4, b = 1,2); e questa ci & sembrata una via naturale per proce-
dere, raggiungendo risultati di un certo interesse, anche confrontati con quelli
ottenuti negli spazi metriei da altri Autori (cfr.[1],,nn. 1 e 4, e Bibliografia).

Qui vogliamo seguire quella stessa via, senza perd manienere ¢ primo membro
d(fl(wl)? fz(mz)) [e neppure d(ﬁ(%); fz(%)) 1.

Si noterd che, nell’ipotesi di contrattivitd comune dei teoremi che cosi
otteniamo (cfr. 2 e 3), a primo membro c¢i sono sempre e soltanto le due
distanze d(fy(ay), fa(#a)), A(f1(22), fo(2,)), mentre a secondo membro i sono solo
sette (o sei) delle nove distanze d(z,, ®,), d(x., j(mh)) (4,4, h =1,2). Per il
primo membro ¢id & dovuto al fatto che altre « combinazioni » di distanze sono
o equivalenti, o prive di risultati significativi (o prive di senso); per il secondo
membro, possiamo (per ora) solo dire che il nostro procedimento dimostrativo
non ¢i permette di farve di pit. E anche se i risultati qui raggiunti sembrano meno
soddisfacenti (ma altri procedimenti noti danno ancora meno!) di gquelli di [1],,
bisogna fener presente che e¢i siamo imposti di eseludere a primo membro
a(f. (), f:(22)), che ha un ruolo essenziale nella dimostrazione di quei teoremi
(in un futuro lavero di sintesi cercheremo di completare queste eonsiderazioni).

Infine anche qui esaminiamo dapprima (cfr. 2) il caso in cui P’ipotesi di
contrattivitd comune & relativa alle variabili #,, @, distinte, e dopo (efr. 3) il
caso in cul tale ipotesi di contrattivitd é relativa alle variabili o, 4, non neces-
sariamente distinte; in questo secondo caso i risulbati sono (ovviamente)
migliori.

2 - Ipotesi di contrattivitd comune con variabili distinte

Teorema 1. Siano f,f.: B — E due applicazioni tali che, per tutti gli
@, By € B con w52, st abbia

(2) d(fl({vr)y fr(w2))

1 .. }
<o max {d(a’n Za), o d(‘,’vi} f1(372))7 Asi(@y, wz)d(wu fi(a/’l)): %, ] =1, 2} s

2 _"[’(wnfl(wﬂ) 2 _‘P(wz,]&(ml))
A

T = ],2; 0<d<l; 1.11: }.2]:1,
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Se esiste un punto 4, E per il quale la successione

(3) U, Un= f1{Up—) (n=1,2,3,...)

ha ognt elemento diverso dal successivo (th,_y55u,, 1 =1,2,...) ¢

(4) Ay, Uygrp) €A (0, p =1,2,3,...),

allora f, ed f, hanno in comune un solo punto uniio, che é anche Vunico punto
unito di f,.

Dim. Accanto alla (3) consideriamo la successione di punti di

(8) Vn = folthp—1) (n=1,2,3,..).

Si ha
«© a1

(6) V Y Max {tA(Un—stn, fr(Whnsir)): r=1,2; h=(r—1)(k+1); k=0, 1, ..., s}
nw=l g==0

<o max {T~kd('l‘n-s+lz’ fr(un—s—'l’f'm)): r= 1’ 2; h = (')'—— 2)’ (2 - ‘7')(70 - l);

m=(2—mk;k=0,1,..,s+ 1}.

s
Infatti, come nel Teorema 4 di [1],, distinguendo il caso (a) in el \ %p—s+r
E k=1
# Un—s—y, dal caso (b) in cul J Up—grr = Up—— (essendo anche %,—; 7 %n—), €
=1
procedendo in modo qualitativamente analogo, si vede che (*) nel caso (a) si

giunge alla (6) grazie a (3), a (5), a (2), alla p.t.g. di (¢) (in quanto vale 4)),
alla banale disuguaglianza @ -+ vb<(1 -} y) max {a, b} (a, beR, y>0), alla (1),
ed eliminando poi anche qui i termini superflui, cioé i termini ripetuti e quelli
che non possono essere massimo. Mentre nel caso (b) (sempre con ragionamenti
sul tipo di quelli fatti in quel Teorema 4 per scrivere le (16), (16), (16)”, (16)")
si ottiene successivamente

(1) max T2 d(Unsiny follhnmsrs)): 7 =1,2; b= (r—1)(k +1); k=0, 1, ..., s}
=max {T—kd(fl(/u’n—s'{-h—l)? fr(’u'n—s+k)): r=212;h=(@r—1)Fk+1);k=0,1,..., 3},

() T vari passaggi sono lunghi e un po’ laboriosi, e, ripetiamo, proprio analoghi
a quelli di [1], Teorema 4: quindi ei sembra superfluo riportarli qui tubti.
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(1Y max T d(Un=gtny frllhn-ere)): 7 =1,2; b= (r— 1)(k +1); k= 0,1, ..., s}
= max {T-kd(fl(un‘*S'f'h-l)’ fr('“n—sﬂc)): r=12;h=(@r—1)(k+1); k=0,1,.., 75}

(dove k<s & il primo numero naturale per il quale si ha Uy—yi5 = Up—sey),

(1) max T A(fr(@nmgtnms)s Frltnmgir)): 1=1, 25 b= (r— 1)(k-+1); k=0, 1, ..., k}
= max {T Ay (Unmem1)s Faltinmsm) )y TFA(Fr(Unmsms); Fo(Wnmst))s rkd(fl Unmyit),

falthomsri)): b = ey B— 1}
<max T4 a(fy(Un—stn—)s Fr(la=siz))s T2 A1 (Uns)s Fo(thnmsms)) 5

T_khld(]‘l(un-s-l)i f2(’u’n—s—1)): r=1,2h=(r—1)Fk+1);k=0,1, .., k— l}’
(7)1// max {T_kd(fl(un—s‘*-h—l)) fr(un—s+k))) T-k_ld(fl(un'—s% fl(/u’n*—s—l))’
Ty (Upmgm)y Folthnmgmt) )1 7 = 1, 25 B = (r— L)k +1); & = 0,1, ..., k— 1}

<o max {T—kd(uw“s“ly un*s*}-k)} T“k—ld(un—s‘}-k) un—*s+k+1)1

T 5 AUy V)t o= 0, 1, 00, o — 1} .

Dalla (7)”, per la (7)", ed aggiungendo nell’insieme a suo secondo membro
alecuni opportuni termini (si noti che & k— 1< s) si ha
max {T—kd(fl('“n—s-i-h—l); fr(un—s—Ha)): r=1,2; h = (r— 1)(k 4+ 1);
E=0,1,..,k}
<o MAX {TFA(Un—s—1y Unmgtr)y T F A Upmgtimy Unmsi)y T Unmgy Vnms):
k=0,1,..,s+1},
da cui, per la (7)/, si arriva alla (6) anche nella condizione restrittiva (b).

Consideriamo ora il massimo (dei massimi) a primo e a secondo membro
della (6); otteniamo

© pel
V V 08X T d(tUpeiiny frltin—ite)): # = 1,25 b= (r—1)(k+1); i=0,1, ..., j;

n=1 §=0
k=0,1,..,1}

<o max {r—kd(u,,_,-+,,, f,(u,,_,-_1+,,,)); r=1, 2; h=(r—2), (2—r)(k—1); m=(2—7)k;

i=0,1,..,5; k=0,1,..,4+ 1},
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Di qui, con semplici eliminazioni di termini superflui (%), si ha ancora

B
-

max {v7* (w0, [, o)) r=1,2; k= (r—1) (% +1);

<8

<

.

n=]

i =0, 1, ey §; k=0, 1, v, i}

< amax {v A,y Up_yp)y Mo, v, ): k=0, 1,.., j+1},

da cui immediatamente

@ p—1

YV VYV max {54 (tniny frlthumet)): 7 =1, 25 b= (r— 1)+ 1); k= 0,1, ..., s}

n=1 g=0

< o max {r"d(un_s_l, Upmstie)y B Wn—sy V)t B = 0,1, ..., 8 + 1} )
ed anche {con l'aggiunga di opportuni termini a secondo membro)

@ p~1

8) WV VY max {z5A(tnestn, fr(lbnerz)): ¥ =1,2; b= (r— L)(k +1);

n=1 g=0

<o MaX {T5A(Unmgmrtn, fr(Unmgiz)): 7 = 1,25 b = (r— 1)(k -+ 1);

Di nuovo con ragionamenti del tutto analoghi a quelli fatti in [1], perd nella
dimostrazione del Teorema 1 punto (29, da (8) si ha (r =1,2)

L]

Y (s Fo(0)

n=1

<ermax {T%d(ws, f()): j = 1,2, h = (j— Dk +1); k= 0,1, ..., n} .

Ora o il massimo dell’insieme considerato nella riga precedente & d(u,, v:),
oppure no; se non lo & abbiamo (applicando, anche, per (4) la p.t.g. di (c))

(*) Ricordiamo ancora che (qui, come in altri casi analoghi) consideriamo superflui
(e quindi eliminabili) termini che sono minori od uguali di termini che compaiono gia
a primo o a secondo membro.
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con banali maggiorazioni, e usando la (8) per s = n— 1,

max {r*#d(t, f;(u)): j = 1,2; h = (j— 1)k +1); k= 0,1, ..., n}

= max {d(uo, Uy)y T8 (Woy Uysr)y TFA(Upar, Vo) b= 1,2, ..., 'n}

= max {d(uo, Ug)y T (g, Uyy,)y T Mgy Vg )t =0, L, — 1}

<max {(p[d(%o, )]y Tl U, )T - Ay, Wyy,)y TRy, Vyy,)
»=10,1,...,n— 1}

< pld{ug, %,)] -+ max {r—”d(u1+h, fiwn )i =1,2; k= (j— 1)+ 1);
r=0,1,..,n— 1}

<@ld(uo, ;)] + o« max {t="d(w,, f,(u,)): j = 1,2; b= (j— L)(» +1);
r»=0,1, ...,n} )

quindi

pld (1o, )] .

max {T~%d(un, fi(u)): r=1, 2; h=(j — 1)(k+1); k=0, 1, ..., n} < 1
A =

In ogni caso & (r =1, 2)

v W Wr—1 frlten)) <o [d(ur, v,)V M] :

n==1
da cul immediatamente

(9) lim d(un-*‘r—ly fr(un)) =0 (?‘ = 17 2) .

n—>+

Procedendo per induzione, tenendo conto della (9) (con 7 = 1), della (4)
e della p.f.g. di (¢}, e del fatto che ¢ & infinitesima nello zero, si dimostra pure
che la successione (3) ¢ di Cauchy. Pertanto, per ’ipotesi di completezza, essa

converge in F. Sia limu, = u, (%); indicata con %, (k =1, 2,...) una sotto-
[ R o =]
successione della successione (3) a punti tutti diverst da w, (*), dimostriamo che

(10) lim d(ua(];)+17 fl(’l‘*)) =0 e (11) Frlong) = falug) .
—>t-

%

(®) 8i noti (cfr. annotazione (1) di {1],) che anche la successione (5) converge
in B ad w,.
(*) Una tale sottosuccessione esiste certamente (cfr. annotazione (19) di [1}).
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Infatti, per (3), per (2) (essendo w,,, 7 uy), per (4) ¢ la p.b.g. di (e) [si noti
che da un certo indice & in pol d(uy, Wypy,) < @ ¢ quindi d(uy, %,qy.,) € 4],
ancora per la banale disuguaglianza a + yb< (1 + ) max {a, b} (@, beR, y>0),
per (1), otteniamo successivamente

max {d(""m)ﬂ: fx(%k)), fl(fl(“*); fz(%f))} = max {d(fl('ufo’(k)), fl(“*)), d(fl(’lt*), fz(’“'s:))}
1 1
<o MaX {d(tow, ), - A(tau, f1(us)), - sy Fr(%s))y Moy, Youysr)s

P(Uowyy Yogyia) a

T-+1

Py Uoer1) a

T+ 1

A2y Yoi4a), o5 Voui)y Uy Vogira)

1 1
< amax {d(tow, %s), — Pla(togy, Uouea)] + W voyir, Fr(ws)), %W[d(“*; togry1) ]

+ d(wopys1, fl(%a)), A Uoyy Uorats)y AWsey o)y EUotrtry Vouats)y Aty %(k)+1)}5

da eui

max {im” @(towrts, f1(1)); A(f1(10), Foltie)}

k—>+o

<o max {lim” d('u'u(k)ﬂy fr(2s)), A(fr(uy), fz(u*))}y

k—>+o

il ehe implica

Hm” d(%a(l;)ﬂ, f1(u*)) = d(fl(u*)’ fz(u*)) =0

>4
¢ quindi, appunto, le (10) e (11).
Essendo poi, da un certo indice & in poi [p.t.g. di (¢)]
0<d(u*, f1('”'*)) L @Ay, Uogn1)] -+ 'L’d(’tlm(k)ﬂ, f1(’uf*)) y

con un passaggio al limite (per &k — 4- oo) si conclude che u, = f,(u,); inoltre,
tenendo conto della (11), si ha anche che a, = fy(u,): quindi u, ¢ punfo unito
sia di f, ehe di f,.
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Se ora z € K fosse un altro punto unito comune ad f, e ad f,, per la (2) si
avrebbe d(z, u,) <ad(z, #y), cioe z== u,. Analogamente, se y € F fosse un altro
punto unito di f, (diverso di wu,) si avrebbe ancora d(y, uy) <ad(y, uy), ciod
9 == u,. 11 teorema & cosl completamente dimostrato.

Di questo Teorema 1 ei servird, per la dimostrazione del Teorema 3 di 3,
il seguente caso particolare.

Teorema 1bis. Siano fy, fo: B — E due applicazioni tali che, per tutii
gli @y, ws€ B con @5y, st abbia la (2), e, per tulti gli @y, @, € B, d(ny, f1(z,)) € A.
Se esiste un punto u, € B per il quale la successione 1wy, U, = f1(%h,—) (n=1,2,3,...)
ha ogni elemento diverso dal successivo (Un,— = U,, # = 1,2, 3, ...), allora f, ed f,
hanno in comune wn solo punio unito, che & anche Punico punto unito di f,.

Teorema 2. Siano fi, f.: B — E due applicazioni tali che, per tullti gli
Ty, 2, € B con w75 x,, 81 abbia

(12) A(fu(@,), fr(2s))
< oo max {cl(wl, %), _}Kd(“’f, fl(wz))y Asi(@y, wz)d(mi, fa‘(“&)): 1, =1, 2} ’

A= 1,0(3717 fl(ml))
BT 41

Se esiste un punto w,cll per 1l quale la successione iy, wy= f1(%,—) (n=1, 2, 3, ...)
ha ogni elemento diverso dal swceessivo (U,—5=u,, n=1,2,3,...), €

r=1,2; 0<a<l; Ay=An=1, Aoo= 0.

(13) A(Upy, ) €L (n=1,2,3,..),

allora f, ed f, hanno in comune un solo punto unito, che & anche Punico punto
unito di fy.

Dim. Se si considera, come nella dimostrazione del Teorema 1, la succes-
sione (5) di punti di B »,= fo(tt,—) (n=1,2,3,...) si giunge alle (8) e (9)
di cul alla detta dimostrazione, con la conseguente affermazione che Hm 4,

B>
= 44 €I (%), Si mostra poi anche qui la validiti delle (10) e (11), dopo di che

si conelude con la tesi del Teorema (°).

(8) Cfr. I'annotazione (3).

(%) Tutto il procedimento dimostrativo, analogo a quello del Teorema 1, & qui meno
pesante per il fatto che nella (12) manca il termine 9(m,, fy(x,))/(x + 1) d(=m,, fo(1)),
presente nella (2); per lo stesso fatto, anche, qui basta la (13) invece della (4) [si os-
servi che la (12) implica la (2), ma la (4) implica la (13)].
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Di questo Teoremsa 2 ci servird, per la dimostrazione del Teorema 4 di 3,
il seguente caso particolare

Teorema 2 bis. Siano fi, fo: B — F due applicazioni tali che, per tutti
gli @1, @y € B con 5= %y, st abbia la (12), ¢, per tulti gli @, € B, d(a,, fi(x)) e A.
Se esiste un punto u, € I per il quale la successione g, U, = f1(4,—) (p=1,2,3,...)
ha ogni elemento diverso dal successivo (Wp—y7=U,, n = 1,2,3,...), allora fy
ed f, hanno in comune un solo punto unito, che é anche Punico punto unito di f,.

3 - Ipotesi di contrattiviti comune con variabili non necessariamente distinte

Teorema 3. Siano fi,fa: B — I due applicazioni tali che, per tuiti gli
@y, %y € B, si abbia la (2) ¢ d(w,, f(@,)) € A. Allora f, ed f, hanno in comune un
solo punto unito, che & anche Punico punto unito di entrambe.

Dim. TFissato u, € B, consideriamo la successione di punti di B u,, %,
= fi{(U,—) (0 =1,2,3,..) e distinguiamo il caso che sia w4, u, per ogni
n e RN, dal caso che sia 4, = 4, per qualche n e N.

Nel primo caso, per il Teorema 1 bis, f; ed f, hanno in comune un solo
punto unito %, che & anche 'unico punto unito di f,. Se 2 3= u, fosse un altro
punto unito di f,, per la (2) si avrebbe d(z, f,(2)) = d(fa(?), f1(2)) <d(2, 12(2)),
e quindi # = f,(2), che non & possibile; dunque 1, & anche 'unico punto unito di f,.

Nel secondo caso, %,~, che & sicuramente punto unito di f,, & anche
punto unito di f,. Infatti, per la (2) si ha d(Upy, fo(tha)) = A(fo(Wnms)y Fo(thna))
<ocd(u,,_1, folta—y))y € quindi %,—; = fo(ta—). Se ora z € F fosse un altro punto
unito di f;, poiché esso lo sarebbe banalmente anche per f, (basta ripetere i
passaggil fatti relativamente a %,-), si avrebbe

= o@(Up-1, 2) ,

e quindi 2 = %,-,, cioé f, ha il solo punto unito #,—,. Infine, se @< B fosse
un altro punto unito di f,, per la (2) si avrebbe immediatamente d(%, f,(@))
= (W), 1,(%)) <od(T, /(W)), e quindi @ = f,(@), che non & possibile; dunque
U~y & anche P'unico punto unito di f,. Il teorema & cosi completamente
dimostrato.
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Teorema 4. Siano fi,f.: B — E due applicazioni tali che, per tuiti gli
@y, 4y € B, st abbia lo (12) e (per tutii gli , € B) d(w,, fl({vl)) e A. Allora 1, ed {,
hanno in comune un solo punto unito che é anche Punico punto unito di enirambe.

Dim. TFissato u,c B, consideriamo la successione di punti di P
Wy W= fr{tt,—) (n =1,2,8,..) e distinguiamo il caso che sia %, = u, per
ogni neMN, dal caso che sia wu,,= 4, per qualche n e N.

Nel primo caso, poiché la (12) vale qualunque siano z,, @, € I, essa
vale anche per @, ,; allora, per il Teorema 2 bis, f, ed f, hanno in comune
un solo punto unito w, che & anche 'unico punto unito di f;. Banalmente poi
(come nella dimostrazione del Teorema 3, primo caso) si mostra che u, 6 anche
Punico punto unito di f,.

Nel secondo caso si conclude immediatamente (procedendo come nel
secondo caso del Teorema 3) che %,-, & Punico punto unito di f, ed f,. Il teorema
& cosi completamente dimostrato.

4 - Brevi osservazioni

4.1 — Per f,=f, 1 teoremi 1 e 3 diventano rispettivamente casi particolari
dei teoremi 2 e 4; il Teorema 1 bis diventa caso particolare (oltre che del Teo-
rema 1) dei teoremi 2 bis e 3, e il Teorema 2 bis diventa easo particolare (oltre
che del Teorema 2) del Teorema 4; inoltre i teoremi 2 bis e 3 diventano casi
particolari del Teorvema 1 di[l],, il Teorema 4 coincide esattamente coun tale
teorema.

4.2 — Come abbiamo segnalato pitt volte (cfr. [1]1’3,5) gli spazi metrici sono
particolari H-spazi con: A =R+, v = 1, ¢ funzione identica (e, conseguente-
mente, yp =1). Ora neppure negli spazi metrici i teoremi (particolari) che
diseendono da quelli di questo lavoro c¢i risultano noti. Osserviamo, poi che
negli spazi metrici, proprio perche ¢ 4 = R+, il Teorema 1 bis coincide con il
Teorema 1 ¢ il Teorema 2 bis col 2; il Teorema 2 diventa un caso particolare
del Teorema 1 (1 bis) e il 4 lo diventa del 3: restano invece distinti fra loro i
teoremi 1 e 3.

Infine per f,= f,, negli spazi metrici, i teoremi 1, 1 bis, 2, 2 bis coincidono
fra loro e sono caso particolare del Teorema 3 coincidente col Teorema 4, che,
per quanto affermato su di esso in 4.1, diventa il teorema (a) e (b) di[2], o il
teorema di[3], poicheé ad essi si riduce, appunto, negli spazi metriei, il Teo-
rema 1 di[1]; (efr. anche [1],, n. 4a)].
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Osservazione aggiuntiva. Va osservato che qui (e in [1];,) le
successtont del 1po w, = fy(tt,—) (n=1,2,3, ...) sono di Cauchy se v=1 op-
pure se sup {d(uy, ;fr(ui_l)):v'zl, 2; 4=1,2, 3, ...} <+Joo. I dettagli di questa
affermazione saranno dati in una prossima Nota.
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Summary

In this paper we continue owr study about the common fized point of two maps in ge-
neralized melric spaces, distance being, in general, discontinous. New theorems are obtained.
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