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ANTONELLA FIracca (%)

Un teorema di esistenza

per equazioni differenziali multivoche (**)

1 - Introduzione

Molti Autori si sono occupati del problema dell’esistenza di soluzioni per
il problema

(1.1) x'e I'(t, ») x(t) = 24,

essendo F una multifunzione definita in I xR», ove I & un intervallo di R,

A. F. Filippov in {9],, consegue vari teoremi di esistenza per il problema
(1.1), nei quali richiede essenzialmente che, per ogni (¢, ), F(}, ) sia compatto
e convesso e che la multifunzione F' sia semicontinua superiormente rispetto a w,
oppure che, per ogni (¢, »), F(i, x) sia compatto mentre la multifunzione F sia
continua globalmente e soddisfi una condizione di Lipschitz.

H. Hermes in [10] studia il problema (1.1) e, tra Paltro, si chiede se pud
essere agsicurata l'esistenza di soluzioni nelle sole ipotesi che F'(¢, z) sia com-
patto e la multifunzione F sia continua globalmente.

A. F. Filippov in [9]; risolve la congettura di Hermes provando per l'ap-
punto che, imponendo a F(t, #) di essere compatto e a F di essere continua,
il problema (1.1) ha soluzioni.

Successivamente H. Kaczynski e C. Olech in [13] provano addirittura Iesi-
stenza di soluzioni del problema (1.1) in ipotesi pitt ampie, e cioé lasciando
inalterata Pipotesi di compattezza per F(i, #) e sostituendo 1’ipotesi di conti-

(*) Indirizzo: Dipartimento di Matematica, Universitd, 06100 Perugia, Italy.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.A.F.A. (C.N.R.). — Ricevuto: 13-I11-1983.
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nuitd globale con la pitt debole ipotesi che # sia continua rispetto a @, misu-
rabile rispetto a ¢ e verifichi la condizione

(i) esiste un’applicazione m € LY(I) con la proprietd
yeFi,z) = |y|<miE) VeeR».

C.dJ. Himmelberg e F. 8. Van Vleck in [11] provano l'esistenza di solu-
zioni del problema (1.1) nelle ipotesi che F(i, ) sia chiuso e che la multi-
funzione I sia misurabile rispetto a ¢ e Lipschitziana rispetto a .

Molti altri Autori si sono occupati del problema dell’esistenza di solu-
zioni del problema (1.1) [1], [6], [8], [14], alcuni estendendolo a spazi di Ba-
nach (2], [5], [7]-

In [3] A. Bressan si occupa del problema (1.1) e, adottando un pro-
cedimento simile a quello seguito da H. A. Antosiewicz e A. Cellina in
[1], prova un teorema di selezione e, come corollario, un teorema di esi-
stenza per il problema supponendo che

(@) gli insiemi F(i, #) siano compatti di un sottospazio lLimitato di R»;

(ee) F sia semicontinua inferiormente.

Noi qui abbiamo ripreso in esame il problema (1.1). Ispirandoci alle linece
di dimostrazione di cui in [1] e in [3], abbiamo provato un teorema di sele-
zione (cfr. qui Teorema I) e, come corollario, un teorema di esistenza (efr. qui
Teorema II). Per noi una soluzione del problema (1.1) esiste se sono verificate
la (i), la (xx) e se inoltre sussiste la seguente condizione

(&) gli insiemi F'(¢, x) siano compatti di un sottospazio X c R”, non ne-
cessariamente limitato.

Mentre dunque in [3] & richiesto che gli insiemi F(¢, ) siano, oltre che
compatti, uniformemente limitati, noi, non sottoponendo il sottospazio X alla
condizione di limitatezza, veniamo ad abbandonare la restrizione che gli in-
siemi '(f, #) siano uniformemente limitati.

Peraltro, i nostri teoremi contengono strettamente i Teoremi 1 e 2 di
A. Bressan [3]. Infatti, & subito visto che, se & verificata la ipotesi (o), sussi-
stono le nostre ipotesi (i) e (&), mentre (cfr. qui Osservazione) esistono multi-
funzioni F che soddisfano alle nostre ipotesi ma che non verificano le ipotesi
dei Teoremi 1 e 2 di A. Bressan.

2 — Denotiamo con I l'intervallo non degenere [0, T] e con p la misura di
Lebesgue su I; sia poi X un sottospazio di R* non necessariamente limitato
e Q(X) la famiglia dei sottoinsiemi non vuoti e compatti di X. Per ogni coppia
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di ingiemi 4, B e 2(X), sia D(4, B) la distanza di Hausdorff di 4 e B

(2.1) D(4, B) = max {sup d(a,B), supd(4,?d)},
GE4 bER
ove d(a, B) = inf |a — b|| e || una norma in R».
bEB

Denotiamo poi con A(4) il diametro dell’insieme A4 e con B[4, ¢] I'insieme
BlA,&] = {b: d(b, 4) <¢}.

Indicati inoltre con %(I) lo spazio di Banach delle funzioni #:I — R»
continue ¢ con LYI) lo spazio di Banach delle funzioni %: I — R* integrabili
secondo Lebesgue, siano ||- |, e |- |; rispettivamente le norme in #(I) e in ZY(I).

Considerata una multifunzione F': I x R* — (X), diremo (cfr. [3]) che essa
& semicontinua inferiormente nel punto (f,, z,) se
(S.1.) fissato un numero ¢ >0 esiste in corrispondenza un d=4(e) >0 tale che

(2.2) F(b, @) CB[P(t,x),e] VY, ) eI xR con d((t,x), (s, 2)) <5 (2) .
Dato ora il problema
(2.3) 2ePt,x), x(0)=0,

definiamo soluzione un’applicazione »: I — R» assolutamente continua (A.C.)
con le proprieta

(2.4) #'(t) e F(t, 2(t)) q.o0.in I, (2.5) %(0) =0.

3 — Andiamo ora a provare due lemmi che utilizzeremo per conseguire il
Teorema I e il Teorema II di 4.

Lemma I. Se F:IxXRr — Q(X) ¢ una multifunzione semicontinua infe-
riormente in I X R", fissata una funzione u, € €(I) e due nuwmeri positivi g; &,
esiste un altro numero o = g(e,&') >0 ¢ un compatio B = Ble,e’)CI con
WL — By<e'y in modo da aversi

(8.1)  F(t, uo(t)) CB[F(t, u(t)), e] VuebT) con |lu—ujo<o VieD.
Poiché F & semicontinua inferiormente in IxR», la multifunzione
I': 1+ P(t, uo(f)) & misurabile. Esiste allora (cfr. [4], Teorema 4.2) un compatto

BCI con u(I —B)<e tale che la restrizione di I" ad E & continua rispetto

() Qui d denota la metrica in I xR,
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alla metrica di Hausdorff. Ne segue che esiste un numero ¢ = o(¢/2) > 0 con
la proprieta

&
(3.2) D(F, u(t')), B¢, uo(t”)))<§ V¢, t"e B con |t'—i"|<o.

D’altra parte, essendo 'insieme F, = {(t, uo(t)),teE} compatto, & possibile
ricoprirlo con un numero finito di boece aperte B;, i =1, ..., p, che abbiano
centro in certi punti (t;, uo(t:)), ¢ € B, e raggio 0;, 6,<o, ove §; & scelto, come
in (S.1.), in corrispondenza di ¢/2 e di (%, u,(%)).

Sia ora g un numero positive con la proprietd

(3.3) B{Z,, 01< ) B, .

=1

Per ogni funzione u € F(I), con |u— u,|o<0, € per ogni t€ B, (¢, u(t)) € B,
per qualche ¢=1,...,p e quindi si ha

(3.4) F(t:y uo(ts) € BLE(t, u(®)), &/2] 5

mentre, dalla (3.2), per essere ;< o, risulta
&
(3.5) (8, wo(t)) € B[F(t:, ual2s)), 3 ].

Tenendo presente (3.4) e (3.5) segue la (3.1), ec.v.d.

Lemma II. Sia F:IXR» - Q(X) una multifunzione con le proprietd:

(i) esiste un’applicazione m € LY(I) tale che
yel(t, x) = |y|<m@)  VoeR";
(ii) é semicontinua inferiormente in I XK (2).

In tali condizioni, se A & la famiglia delle funzioni w:I — R*, ue (A.C.),
con u(0) = 0, [u'(t)]<m(t) q.0. in I, fissati due numeri positivi &, &', esiste

r
(2) Denotiamo con K la boceia chiusa di R* con centro 'origine e raggio E= f’m(t) dt.
o
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un’applicazione continue g: A — LMI) con le proprietd:

3.6) u(Wm)<e VYued, ove W) = {teI: d(g(u)t), I u(t))) > e} ;
(8.7) esiste un numero 8, > 0 tale che, per ogni VC A con A(V)<by, 8 ha

(8.7, w(UWw)<2-¢,

(8.7), u(tel: Ju,veV: gu)(t) = g)(t)}) <&

Proviamo intanto c¢he 2 & un sottoinsieme compatto di %(I). Denotata
infatti con {u, },.y una successione in ¢, si ha da (i)

(3.9) 0] < fluso)las< fuas  ¥ned;

(3.9) () — w, ()| < fqn(t)dt Vi',t'el  VnelN;
r

pertanto la successione {u, } .y & equilimitata ed equicontinua; esiste allora
una sottosuccessione {"‘nk}k convergente a una funzione u: I — R* con le pro-
prietd (cfr. Teorema 4.1 di [8])

(3.10) we(A.C), |u'@®)<m@ qo.in I.
Essendo inoltre u(0) = 0, w €A, e pertanto £ & compatto.
Dal Lemma T (3), per ogni « €., in corrispondenza di ¢, &', esistono un
numero ¢ = g(#) >0 e un compatto I = B(u)CI tali che
(3.11) w(I—B(w)) <&,

(3.12)  F(¢, u(®)) CB[F(, (1)), €] VieA con |u—ily<o VieH.

Poiché o & compatto, & possibile ricoprirlo con un numero finito di bocee
aperte { Ui}i==1, .,q con centro in certi punti %, e raggio o, = g(%:), ¢ =1, ..., ¢q.
Denotiamo poi con {p;}i=,.,. una partizione continua dell’unitd subordinata
alla copertura {U.},=,..,, (cfr. [12], pag. 118).

(3) Osserviamo che, se ci limitiamo a considerare le funzioni e, il Lemma I
continua a sussistere con la pilt debole ipotesi (ii) del presente Lemma.
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Per ogni ¢ =1,...,¢ la multifunzione I';:%+> F(f, u,(¢)) & misurabile e
quindi (efr. Teorema 5.1 di [4]) ammette un selettore v, € LY(I). Posto

(3.13) Af =Ew,), A7=I—A4},
¢ indicato eon A il vettore
(8.14) A= (Tpy(), ..., Tpo(w)) weX,

costruiamo, come in [3], Yu €, una partizione {J,(%)}i,.,. dell’intervallo
[0, I per induzione: supponiamo cioé che siano stati definiti gli insiemi J.(u)
Yk < 4, e costruiamo linsieme J,(u). Poniamo intanto

(3.15) Yiuw) =I—UJduw), THw) =Tw)nAf, Y=Y, NA4;,

e, definita un’applicazione @,,: ¥ ,(u) — R nel seguente modo

u(0, 8] N\ X F(u)) te Yi(u)
(3.16) @i u(t) = N
w0, 81N Y7 () + u(Yrw) teX¥ (u),
sia
(3.17) Ji(u) = @ 1[0, Tp:(w)]) .

Costruiamo ora ’applicazione g: 4 — L*(I) ponendo

[
(3.18) g@) () = 3 [ (w)1(2)-.(8)

4==1
ove con x[J(u)] denotiamo la funzione caratteristica di J;(«). Dalla costru-
zione fatta, ripetendo il procedimento seguito in [3] per giungere alla (4.21),

segue

q

(3.19) SuJu)yN A>T —¢'.
Poiché peraltro da (3.12) si ha

(3.20) W) U (aw) N A7),

da (3.19) risulta -

(3.21) (W) <T—u(U (Juu) N 47)) <¢,

=1

che altro non & che la (3.6).
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Essendo peraltro la famiglia {pi}iﬂ,,,_,q equicontinua, in corrispondenza a
&'[T¢® esiste un numero J, >0 tale che

7

(3.22) PO = 2w < 75 Va0 e con Ju—ofe<dy Vi=1,..,q.

Sia VC A eon A(V)<6,. Al variare diw, ve V, i vettori A = (T'p,(u), ..., Tp,(u))
e A = (Tpi(v), ..., Tp,(v)) sono tali che

(3.23) M—ww<§Tumm~pmn<%.

=1

Denotato allora con ¥ Pinsieme dei vettori A, A’ ottenuti al variare di u, eV,
risulta A(¥)<e'/q®; posto inoltre

(3.24) A={tel: 3,30, 1eV: ted ), t¢J(V)},
si ha

(3.25) mwd)<e,

da cui segue

(3.26) p(tel: Ju,veV: gu)E) = g)@)}) <&

Poiché peraltro da (3.20), (3.21) e (3.25) risulta

(3.27) U W) <p(U (U (0w n 47) <2+,

UEY u€y  i=1

sono verificate le relazioni (3.7), e (3.7),.
Fissato infine un numero 7 > 0, dall’assoluta continuitd dell’integrale della,
funzione m, esiste un numero # = %(r) > 0 in modo che

VG misurabile con u(@)<7.

[ SRR

(3.28) gm(t) dt <

Sia ora { = {(y/T¢®) il numero determinato come in (3.22). Considerato
Pinsieme V, = {u,veA: |u—v|e<(}, in corrispondenza otteniamo, come
in (3.23) e (3.24), un insieme ¥, di vettori con A(¥V,)<#n/q* e un insieme A, CT
con u(d;)<7. Per ogni u,veH con |u—v]y<(, si ha infine

(8.29) lg(w) — g(0) | = Jlg(w)(®) — g(v) (1) [At <2 [m(t) At <7,
Ay A

Az

e pertanto la funzione g & continua.
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4 — Siamo ora in grado di provare il seguente

Teorema I. Siano verificate le ipotesi del Lemma II. In queste condizioni
esiste un’applicazione continua g: A — LMI) tale che, per ogni we X, risult
g(u)(t) € F(t, w(®)) g.o0. in I.

Dal Lemma II, in corrispondenza di ¢ = ¢'=1 si ha Vesistenza di un’ap-
plicazione continua g,: 4 — L'(I) con le proprietd

(@) w(Wow)) <1 Vued, ove Wy(u) = {teI: d(g(u)(t), (¢, u(t))) >1};
(b), esiste un numero J, > 0 tale che, per ogni VCX con A(V)<d,,
1isulta

(4.1) w(U W) <2,

uEY

(4.2) p({teI: Ju,ve Vi g(u)t) 5= golv)(t)}) < 2°.

Proveremo che per ogni #>1 esiste un’applicazione continua g,: A — L){(I)
con le proprieta:

@) w(Walw) <2 Yued, Waw) = {t€I: d(g.(w)t), F{t u(t))) >2-};

(b). esiste un numero §,> 0 tale che, per ogni VCX con A(V)<d,,
risulta

(4.3) p{ U Wa(u)) <2-+1,

UEY

(4.4) p({tel: Ju,veV: g.(w)i) 5= g.(0)(8)}) < 2743

(©)n Vued, p({t €It |gn(u)(t) — gama(w)(t)| > 27+2}) <27,

Iniziamo col costruire, a partive dalla g, eon le proprieta (a),, (b),, una
funzione g, continua con le proprietd (a);,, (b)y, (¢):.

Dal Lemma I, per ogni w € ', esistono un numero ¢ = o(u) > 0, ¢ < §y/2,
e un compatto B = F(u)clI, eon u(l —E)<1/2, in modo che risulti

(4.5)  F(t, u(t)) SB[F(, (1), 1/2] VYied con |u—1dl,<e Viek.

Sia ora {Uﬁ}iq,m, », Una copertura aperta di o, ove U; & una boccia aperta
di centro in gualche punto e e raggio p; = o(u;) determinato come in
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(4.5); sia poi {p'}im, ., », una partizione continua dell’unitd subordinata alla
copertura {U%,. La multifunzione H:I — Q(R") definita da

P, wi(t)) N B[{go(u))(®)} 1] ¢ ¢ Wo(u))
(4.6) H(t) = <
Pt wy(t)) t € Wy(u))

& misurabile e quindi (cfr. Teorema 5.1 di [4]) ammette un selettore misura-
bile v}, risulta cioé

(4.7) vi(t) € F(¢, uit)) Viel,
da cui (cfr. ipotesi (i)) v} e LY(I) e inoltre (cfr. (4.6))
(4.8) [0:() — o)) | <1 Vi & Wo(u3) .

Costruiamo ora, per ogni « €, una partizione {JH(u)}im,.,», dell'intervallo
[0, 77 in modo analogo a quanto fatto nel Lemma II per oftenere la funzione g
(cfr. (3.17)) e definiamo la funzione g;: A — L*(I) ponendo

(4.9) gu(u)(t) = Z:X[J H()1(8) - v3(t) -

Tenendo presente che (cfr. (4.5))

(4.10) Wi(w) C G (JHu) NAY)  Vued,

=1

procedendo come nella dimostrazione del Lemma II, si prova che la g; ve-
rifica la proprietd (a),.

Andiamo ora a provare la (c);. Posto J(u) = {i: pi(u)> 0}, ueX,
per ogni ieSf(u) si ha Ju—aulle < o(u)) <6p/2 e quindi Iinsieme
Ve = {u, ui: 1 € #(u)} ha diametro minore di &,; dalla (b), segue allora che

k3

(4.11) ( U* Wiw)) <2,
(4.12) p({tel: I, we V*: go(v)(t) 5= go(w)(@)}) < 2°.

Posti ora

(4.13) M= U Wyw), N= {tel:Iv,weV*:g,(v)@)# go(w)(t)},

wep¥
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o tenendo presente che g,(u)(f) = v}(¢) per qualche i€ .#(u), risulta (cfr. (4.8))
(4.14) lg2(w)(8) — go(w) (@) | = [0}(8) — go(w)) (@) <1 VE¢ M UN,

da cui segue la proprieta (¢),.

Per dimostrare la (b), e la continuitd dell’applicazione g, basta ripetere in
tutto il procedimento fatto per dimostrare le (3.7)y, (3.7), e la (3.29).

Dimostrata cosi Pesistenza di una funzione g,: & — LY(I) continua con le
proprietd (a);, (b);, (¢);, & subito visto che, a partire dalla g, & possibile otte-
nere una funzione g, continua con le proprieta (a)., (b)., (¢).; analogamente
per ogni n > 2.

Proveremo ora che per ogni u € X la successione {g,(%)}, v cosi costruita
& di Cauchy in LY(I). Posto infatti

(4.15) A= {teI: |ga(u)(t) — guma(w)(0) | > 21},
si ha
(416) Ignn(®) — gn(w) [

= [ |n4o(2) (1) — gu(w) (@) A2 + [gnrn()(?) — gulw)(®)[dt  Vn,p e NN,

Hasp I—Hysp

ove H,,= A, U...Udnys,.
Tenendo presente la proprietd (c), e l'ipotesi (i), risulta

(4.17) 1) — galt) | <p 27" + 2 () at Vo, p € N,

Hyp

ove u(H, ,)<p 27",

Pertanto per ogni u e X la successione {g.(u)},.v & di Cauchy in LYI) e
converge a una funzione g(u)e€ L(I). L’applicazione g: # — LYI) & inoltre
continua, essendo le g, continue e la convergenza uniforme. Tenendo presente
la proprieta (a), possiamo scrivere

(4.18) Ij a(g(u) ), B(t, w(t))) dt

< [dg()(®), ga(w) (1) At + 2 ,&:“” d¢ + 2T,
da cui
(4.19) fd(g(u)(@), F(¢, u(t)))dt = 0 .

I

Poiché 'insieme F(¢, u(t)) & chiuso, si ha infine g(u)(¢) € F'(t, u(f)) g.0. in I, ¢.v.d.
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Come conseguenza del Teorema I, si perviene al seguente
? bl

Teorema II. Nelle stesse ipotesi del Teorema I, il problema (2.3) ammette
soluziond.

Nel Teorema I abbiamo provato Pesistenza di una funzione continua
g: A — LYI) con la propriets

(4.20) Yued  glu)(t)eF(t, w(t)) q.o.in I.

Definiamo ora un’applicazione h: % -+2¢ ponendo
¢
(4.21) B(w)(t) = [g(u)(s)ds .
(1]

Dalla continuitd della funzione g segue la continuithy della funzione %; poiché
inoltre 2" ¢ un sottoinsieme compatto e convesso di #(I), esiste (efr. [15],
Teorema 1-10) una funzione i € .# tale che (@) = %. Da (4.20) si ha allora

@'(t) = g(@)(t) e P(t, %) qeo. in I, A40) =0, ev.d..

Oss. I nostri Teoremi I e IT contengono strettamente i Teoremile 2 di [3].

Infatti, & subito visto che una multifunzione F:I XK — Q(X), ove X &
un sottospazio limitato di R», verifica I'ipotesi (i): basta assumere m(f) = L
Vit € I, essendo L il raggio di una boceia chiusa di centro I’origine contenente X.
D’altra parte, la F': [0,1]x[0, 2] — Q(R/), definita da

[0, 1] t=0

N1
[07\7;]

I, )=
1540

& un esempio di multifunzione che verifica le nostre ipotesi ma non le condi-
zioni di [3].
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