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GIUSEPPE MASTROIANNI (%)

Sui momenti di un operatore lineare e positivo

ed alcuni teoremi di tipo asintotico (**)

Introduzione

Indichiamo con M,(I) Vinsieme delle funzioni f definite in [0, cof, limitate
in I = [0,1] e verificanti la seguente condizione: esistono due numeri reali
non negativi M e ¢ tali che per # > 1 si abbia |f(z)| < Met=.

M%I) sia poi linsieme delle funzioni di M,(I) continue in I con le loro
derivate successive fino alla k-ma inclusa.

Poniamo inoltre

w,(f; 8) = Sup {|f(@) — H(&)| /|2 — 2’| <, §>> 0, w,a'€ AC0, oo[} .
Consideriamo ora I'operatore M¢ lineare e positivo definito da
(1.1) (M) (@) = Mi(f; ») = 3. wg (@) f(T/n),
0

ove & fe M(I), « = a, un parametro reale non negativo dipendente solo da
ne N e tale che

0<na<l
& w(k)"'“)
(1.2) Wial(®) = (1 o+ naj sl gt ———

w0~ = g(x + ) .. (@ + k — la) .

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica « R. Caccioppoli» Via Mezzocannone 8,
80134 Napoli, Italy.
(**) Ricevuto: 22-X-1982.
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I’operatore (1.1), che, per o = 0, si riduce all’operatore di Favard-Szasz-
Mirakyan [8], & stato introdotto in [9] e studiato in dettaglio nei lavori [4];
e [10]. In particolare nel lavoro [4]; Pautore ha dimostrato che la condizione
«fe M(I)» non si pud sostituire con un’altra pitt debole.

In questo lavoro studieremo i momenti centrali Ty (2) di M) definiti da

(1.3) Ty, (@) = Sy w (@) (T[n —a)™ .
0

Dimostreremo che questi godono delle medesime proprietd possedute dai
momenti centrali relativi all’operatore di Bermstein o, piu in generale, agli
operatori di tipo esponenziale [6].

Ci serviremo di queste proprietd per stabilire alcuni teoremi di fipo asintotico
riguardanti 'operatore M? definito sulle funzioni di M(I) sufficientemente
regolari.

Successivamente, a partire da M* costruiremo, mediante una trasformazione
proposta da C. P. May in [6], un nuovo operatore di approssimazione ll["‘
Usando poi un procedimento adottato in [4); s, [5] ., [7], otterremo ancora un
diverso operatore M ..

Entrambi gli operatori ottenuti non sono positivi; tuttavia dimostreremo
che ﬂ—l;’;k fe My,fsono due approssimazioni della funzione f migliori di M%f.

Tornando ai momenti T, (), stabiliremo, per il loro calcolo, una formula
in cui intervengono degli oppmtum numeri interi ¢7’; cosl definiti

. m m gy _
(1.4) i,j,meN, of;= A%(s2|877|)pm0 = Zh (—1)m*( ) i85,

ove S% e 5" sono i numeri di Stirling di prima e di seconda specie rispettivamente.

In un precedente lavoro [4], abbiamo introdotto e studiato una classe di
numeri interi pitt ampia di {a;’,'j} ed in particolare abbiamo dimostrato che
sussistono le formule iterative

(1.5) o, =1, optt=(m +1—19ol,,+ mol ,,
opft= (o oA,
0‘;’:;_1_ (m + 1 *@)01—1 5 + (m “7’)(}'; i—1 + m’( ::1! + szI:i) ’
ed il seguente

Teorema 1.1. Se 4,§ ed m sono numert naturali, si ha

1
mw />0 se [m—i— I<i4j<m—1
=0 negli altri casi,

[«] essendo la parte intera di o€ R.
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Questo teorema assicura che, per ogni fissato m € N, esistono esattamente
[m[2] numeri 67, positivi, mentre i rimanenti risultano nulli.

2 - Sulle proprieta d&i T, ,,
Dimostriamo il seguente

Teorema 2.1I. Sussiste la formula

m—1 mm——i

(2.1) Tom(@) = X — tuelam) @ €0, ool

:
ove & m = [(m +1)/2] e t, (y) = Dr ol "
o

Infatti dalla definizione (1.3) segue
@ < 2 m 23
(22) Til@) = Za (= 1)+ () Miles; @),
0

con en(w) = k.
Calcolando i polinomi M%(e;; #) mediante la formula

<

(M (@) = 3 a® 0, 1)n, ..., bln; {1,

1]
si ottiene

k g1 k-—i—1

k=1 Si L ) - OCj _
(2.3)  Mi(ey; ) = %;;fc““" “>=§i ,OZ,- sh[ 8| — @t

Sostituendo la (2.3) nella (2.2), ordinando secondo le potenze della x e tenendo
conto della (1.4) si ha

" m wm—i—i "
I7 (@) == Zi+i oy o oy
0

Dal Teorema 1.I, segue infine la (2.1).

La formula (2.1) pud essere con profitto impiegata per il calcolo di T (),
se si tiene conto delle (1.4), mediante le quali i numeri 67, possono essere cal-
colati una volta per tutte.
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8i ha ad esempio

14 an
3

Tiow)=1; I5(®)=0; T7q(2) = @5

22

T (2) = (1 -+ 3an + 2(an)?) 7—;”-2 ; T (@) = (3 4 Gom + 3(am)?) =

+ (1 + Toan + 12(an)? + 6(an)?) 7% .

Dalla formula (2.1) e tenendo conto del Teorema 1.I segue il

Corollario 2.1I. I momenti I7 (x) sono polinomi omogenei di grado
[m/2] in ». Inolire si ha

(2.4) Ty (2)>0 (>0, m==1),
(2.5) T;"m(x) = 0(n"™) (7 - 00).

In particolare, per o == 0, posto Tn,,,,: T° si ottiene la formula

nym? °

mm-——i

m—1
(2.6) Tom = 2i 000 —
= 7
che puo essere utilmente impiegata per il calcolo dei momenti centrali del’ope-
ratore di Favard-Szasz-Mirakyan.
Se poi si pone o = 1/n si ottiene la

n ot tﬂ)i(l) :
(2.7) Tom(@) = 2o = am,

che consente il caleolo dei momenti centrali dell’operatore
/ S (™
Myn(f3 @) = 370 3 (£)% o flfm),
o T2 k!

introdotto e studiato in [4],.
Sussistono anche le limitazioni

0< Tym(@)<Te (@)<T¥ (@) (5>0, m1),
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e le seguenti relazioni di limite

(2.8)  lmamT? (3) = t,m(1)al™ = lmnn T, () (an = 0(1)) ,

n—>c n—>

(2.9)  limanTr (2) = (2m —1)Ua™ N =lima» T, .(@) (an = o(1)) .

n=—>m n—>o
Osserviamo ancora che, per ogni f € M, (I) e analitica in I, sussiste la formula

o (m)
(2.10) ME(f; @) = oszm(;v)

T ()

da cui, se si pone f=¢., si ottiene la

E ok
(2.11) M, (r; @) = %m (/m/) Tom(2),

che ¢ la formula inversa della (2.2).
Due funzioni generatrici di M%e, e T;,, sono date poi dagli sviluppi

= M, (e, x
(2.12) 3, 28D g 1 — et — 1),

o k
(2.13) S L (@)= e [1 — nefosio — 1),
2

Si osservi infine il legame esistente fra la (2.12) ¢ la

ne
1+ no

(214)  Mile™in; @) = [1—nafe — 1), etn<1,

che consente di poter definire Poperatore M% su M,(I).

3 - Alcuni teoremi di tipo asintotico
Risultera utile nel seguito il seguente
Lemma 3.1I. Se risulia

2
0<.’L’, ne<l e %>m,
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sussiste la limitazione

K[(l - ﬂ2)1+1/ﬁ]'n

0%(x) = > w*, (w)ett/ =
(3.1) (@) mék i (@)etin < o ;
ove &

ne et

— K = .
B 1+ no ’ Sm[l — (3/4)1/(zn(4/a))]

Si ha infatti

%k((v + 2%“)(7:,-—‘0:) etk/n
(1 -+ na)*(2n 4 )60

[o+]
0%(x) = wp ,(®w) €2 zk [/ CON By ==
0

Ora, qualsiasi siano i numeri naturali » e %, risulta

Unppr W@ -+ 200 4 ka)et" 3 otln

G (L n)@n+1+k 4 7

e poiché & n > ¢/In (4/3) sard

® ® 3ot 1 1
P
(3.2) ;k Q< ;k ( i ) =1 (3/4)6"/" < 1 — (3/4:)1/tln(sl4) .

Per quanto riguarda w} , (%), dalla disuguaglianza

.

m
el/(12m+1) < (elm)m < el/mm ,

2mm
si ottiene
. (62/4)”1(2"’—“)
(3.3) Waen(®) < 5 V(1

Inoltre, con semplici caleoli, si ha

1(273,—0&)

(3.4) T T na)e < 11:[1- (1 —(pi)2n?) < [

(11— 62)1+1/ﬁ
et

Dalle (3.2), (3.3) e (3.4) segue il lemma.
In particolare & 03" < (K [v/n)(33/44)".

Osserviamo anche che si ha facilmente 02 < (K/[v/n)(e/4)".

I (0<B<1/2).

[6]
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Dimostriamo ora il seguente

Teorema 3.1L. Per ogni funzione fe ME(I) ¢ per ogni « che verifichs
la condizione (1.2), sussiste la relazione di limite

(1)
(8.5) lim n® [M%(f; @) — f(z E f 17 (2)]=0

B 0
uniformemente in I.

Si ha infatti

MF; @) — fla) — z @) @)
@ (27..) _ (2K
- ;i wy, (@) (4/n — x)* L—W = ga()

per ogni # €1 e per qualche &, > 0 tale che |&,— x| < |i/fn —m].

Bastera quindi dimostrare che #nf|g,| = o(1), ove la norma & quella
uniforme.

A tal fine possiamo scrivere

(2F) 19, (@) = Z [EP(&:) — foa(@)](éfn — @) g (@) + Z.w;‘,‘,i(w)(i/%~—fv)2"72,(§,~)

= gy + 04,
ove si & posto
fen(x) ze2l
1@ =< o = fom_ jen)
fene)y o> 2
Ora, & ¢ uniformemente continua in [0, cof ed & pure
Opo iP5 0) = w, (f*; 6) .

Pertanto, tenendo conto del Corollario 2.11, si ha

O‘1<0"21(f(2k); 1/'\/7_,;) [2Tz,2k(m) + ,n’T:,zk.]-g(m)] = 0(”’_}‘) *
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Tn virtd della disuguaglianza di Cauchy e del Lemma 3.1, si ottiene la
limitazione

0, < M eV T3, (2)05(@) = o(n).

Queste due ultime relazioni valgono uniformemente in I e la (3.5) & di-
mostrata.

Osserviamo che alla (3.5) si pud dare la forma

=1 (g k) (g5)

o) lmus [0 — flo) — 3, 7 T = [lm b ulom ] o Tl

da cui, ricordando le (2.9) e (2.10) segue il

Corollario 3.1II. Se f verifica le ipotest del Teorema 3.11, sussistono le
relaziont di limite

. 2k=1 (i) j(zk)
(3.7) lim n* [ M2(f; @) — f(») zt T,i@)] = toru(1) 2% @Rt
2k—1 (l)
= lim n* [ M%(f; #) — f(2) — Z‘ T},{"( )] per oo n = 0(1)
A=+ 1
A % " 2k—~1 (t) sz . f(zk)(m
(3.8) lim » M3(f; @) — fl@) — 21 mil®) = o
2k—1 f(s)(
= lim»* [ M(f; @) — f(2 o T3 ()] per o n = o(l).
p—> 1 H

In particolare, per k == 1, le (3.7) e (3.8) diventano

(3.9) lman[MZ:(f; 2) — f(®)] = of"(x) = lHma[M.(f; ) — f{z)] per an=0(1).

n-—> o n—so

(310)  lima[Mi(fo)—f(@)]= 3 (@) = imn[M,(f; ) — f(#)] per en=0(1),

n—rw n—>ro

che sono relazioni del tipo Voronovskaia, relative all’operatore M?% definito
su M®(2I).
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4 - L’operatore I, ;

In un recente lavoro [6], C. P. May applica una opportuna trasformazione
lineare ad una particolare classe di operatori lineari e positivi (di tipo espo-
nenziale) ed ottiene un nuovo operatore che non & positivo ma consente una
pit efficace approssimazione. Tale trasformazione contiene come casi parti-
colari quelle introdotte da Butzer ¢ Frentiu rispettivamente nei lavori [1] e [3].

Noi applicheremo questa trasformazione all’operatore M e¢ dimostreremo
aleuni teoremi di tipo asintotico del tutto analoghi a quelli dimostrati da que-
sti autori.

Siano quindi ¢, ¢, ..., ¢, k& + 1 numeri interi arbitrariamente fissati e
poniamo

3
Ty = H-‘ (e;—ei) .
i
Se {4,} ¢ una successione di operatori, la trasformazione di May F, risulta
definita dall’ugnaglianza

k ka
Fo(An) = [Coy eony O € A0n] = Dy A, .
o Ty
B ovvio che
(4.1) F(I) =1 (I essendo 'operatore identico) ,
(4.2) [Pl < o0
Nel caso dell’operatore M?* si ha quindi
(4.3) M2, =00, 01y ey 015 Mrnese,] .
Naturalmente per ogni particolare determinazione di « = «, otterremo un
particolare operatore.
Ci limiteremo in questa nota a considerare i due casi x =0 e x =1/n e

dimostreremo il seguente

Teorema 4.1I. Per ogni funzione fe MP*)(2I), le relazioni di limite

(4.4) lim M JL%(f; @) — f(@)] = 0,
(4.5) lim n*[ M, x(f; ®) — f()] = 0

valgono uniformemente in 1.
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Infatti, per le ipotesi su f, si pud scrivere

(1)
(s @) — flo) = 3 o) T) + gule) con n¥lgals = ofL).

1

Quindi e anche

2% (z)

(4.6) 5(f5 ) — flo) = 3 T B L) -+ Fil0a(@) -

Daltra parte &

B 2(6)) = 3500 Fun = 3, 2
n,z 5 1y K

i

Yl tii(1)[Coy €1y ovey Cr5 €r—s] -

Se ne trae, per una ben nota proprietd delle differenze divise, che risulta
Fo(THn(@)) = 0 per i<k +1, e quindi la (4.6) diventa

— 2% i)
wn e — ) = 3 50 RUT) + Bdae))

Inoltre per p>2, ¢ anche

n =t tc 1y Ko (1) :
Fo( Tilrip(®)) = 2 ”“—““‘H;;:i; @~ 9[ey, C1y weny Cr3 161 = O(n771) .
1

Infine, per la (4.2), risulta F(g.(#)) = o(n~*).

La (4.4) & quindi dimostrata. In modo analogo si dimostra la (4.5) e il
teorema ¢ provato.

5 - L’operatore I, ,

Per ogni intero §j definiamo la potenza j-ma (M%) dell’operatore M po-
nendo (M%*)0=I; (M%) = MM (j=1).

L'operatore (M%) & ancora positivo ed essendo [(IM7)/| = | M1, (M)
& un’approssimazione di f dello stesso ordine di M7f.

Cid posto, definiamo Poperatore M mediante 'uguaglianza

(5.1) b5 = 1 — (T 2= 3 (1% () ()
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Per ogni funzione f e M (1), possiamo serivere la formula di approssimazione
(5.2) f=M;.f+ E;.f,
ove E7 ¢ definito dalla (5.2) e si ha RZ = (B)*.
Per la formula (5.2) sussiste il seguente
Teorema 5.1. II grado di esattezza della formula (5.2) & k.

Si ha infatti

m—1 m—i

(Bf en)(@) = — gi Pi,m(an) %,; (meN),

1
con p;n(t)= 2, sp |8 ¢, da cui
[1]

(REms0a)(@) = (12 Lonl ) Prmma(O) - Pualom)
(m):

— ( —1
= (=1 9m—1qy,

(e 4+ 1[n)ym1g
Quindi ¢ ovviamente

L+ 1)1

(Bnrér)(@) =0, (Brxbrea) (@) = (—1) (¢ + 1/n)*a ,

(k + 1)2%
cioé lassunto.
Osserviamo ora che si ha facilmente
(5.3) (2 E) = St )0, U, ey i 11,
ove &
Yee(®) = (I + B + R, + ... + B ) a3 @) €5, ) (¥) = 2167

Dalla (5.3), ponendo successivamente f = € (1= 0, k) segue

(5.4) Mz,k(fi z) = Zo‘ (M:,ge(i,ll,,))(m)[()’ 1fny .oyifn; 11,
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da cui, ricordando che la (5.2) ha grado di esattezza k, si ha

(5.5) M2 (f5 @) = Lalf; @) + 20 M3 (60 0m3 DOy ooy Efns f15

k1

essendo L, (f; «) il polinomio di Lagrange relativo alla funzione f e ainodi in

Passando al limite per k& — oo nella (5.4) si ottiene il
Teorema 5.11. Per ogni funzione fe M (I) e per ogni >0, st ha

lim M2 (f; @) = 2. @0, ..., d[n; 11,

k—rx (]

sempre che ewista la serie a secondo membro.

Vogliamo esplicitamente osservare che le proprietd espresse dalla, for-
mula (5.4) e dal precedente teorema sono possedute da altre importanti classi
di operatori lineari e positivi [4], e [5]..

Infine le capacitd di approssimazione dell’operatore M, sono espresse dal
geguente

Teorema B5.I1IT1. Per ogni funzione fe MP(2I) ¢ per ogni o verificante
la condizione (1.2), la relazione di limite

(5.6) lim n#RE (f; ®) = 0

n—re

sussiste uniformemente in I.

Infatiti, per le ipobesi del teorema, si ha
;f(z)(
Rg(f; «) ——Z Trs@) + gulw)  (wel),

ove #F|gal, = o(l ). Segue quindi che la (5.6) & vera per k = 1, riducendosi
ad una relazione di tipo Voronovskaia. La dimostrazione si completa poi faeil-
mente per induzione applicando successivamente alla (5.7) loperatore Ef e
tenendo conto delle ipotesi del teorema.
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Summary

The author studies the moments of a linear positive operator and establishes asymptotic

type theorems for sufficiently smooth functions.
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