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Operatori ellittici su spazi localmente compatti

Intendo presentare qui alcune tecniche che permettono di estendere i prin-
cipali risultati di [6], [5] e [7] alla categoria delle varietd topologiche local-
mente compatte. Queste tecniche potranno avere applicazioni anche nella
teoria della K-omologia analitica.

Primo passo in questo ordine di idee & la definizione di operatore ellittico
astratto di ordine arbitrario sw spazi localmente compatti.

Nel 1969 M.F. Atiyah aveva gid introdotto in [1] la nozione di operatore
ellittico astratto (di ordine zero) su spazi meirici compatti. Un tale operatore su
uno spazio mefrico compatto X ¢ una terna (ry, v, 7'), dove

(1) #»;, ¢ = 0,1, & una rappresentazione della C*-algebra C°X) delle fun-
zioni complesse continue di X su uno spazio di Hilbert separabile H,,

(2) per qualunque funzione continua f su X, Poperatore

Tory(f) — ro(f)o T

¢ un operatore compatto,

(3) T: H, — H, ¢ un operatore di Fredholm.

Per esempio, se T': C°(#H,) — 0°(#,) & un operatore pseudo-differenziale
ellittico di ordine zero sulla varietd differenziabile compatta X, dove H,, T,
sono dei fibrati vettoriali complessi su X, allora H; = L,(#,) sono dei C°(X)-
moduli, e le proprieta (1), (2), (3) sono soddisfatte.

(*) Indirizzo: Dipartimento di Matematica, Universitd « La Sapienza» di Roma,
P.le A. Moro, 00185 Roma, Italia.
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La nozione di operatore ellittico astratto sta alla base della ieoria della
K-omologia analitica creata da Brown-Douglas-Fillmore e da Kasparov ([2], [3]).

La proprieta di ellifticita di un operatore pseundo-differenziale di qualsiasi
ordine viene definita in termini del simbolo delloperatore, comunque sia la
varietd dove Poperatore & definito, compatta o no, ¢ioé in termini locali. Tut-
tavia, per gli operatori pseudo-differenziali su varietd compatte, la proprieta
di ellitticitsé & equivalente alla proprietd di essere un operaiore di Fredholm.
Quest’ultima affermazione ha permesso ad Atiyah di astrattizzare la nozione
di operatore ellittico di ordine zero per gli spazi compatti.

T importante perd introdurre la nozione di operatore ellittico astratto, di
qualsiasi ordine, anche su spazi che non siano compatti.

A tale scopo, la definizione di ellitticita (astratta) dovrd essere localizeaia.
Per quanto riguarda la difficolta collegata all’ordine dell’operatore, si noti che
gli spazi di Sobolev, tra i quali gli operatori pseudo-differenziali (di ordine
arbitrario) inducono operatori continui, non sono moduli sull’intera algebra
delle funzioni continue sulla varietd di base.

Queste osservazioni giustificano la considerazione della seguente struttura.

Sia ¢ una categoria di spazi topologici localmente compatti con una strut-
tura addizionale A, come, per esempio, quella di varietd topologica, oppure
di varietd PL, oppure di varietd di Lipschitz.

La struttura 4 &, per definizione, un funtore controvariante dalla cate-
goria C alla categoria delle algebre di Banach, tale che, per ogni X € Obj C,
A(X) C C%(X). L’algebra A(X) deve separare i chiusi disgiunti di X.

Un operatore quasi-locale su X € Obj C &, per definizione, una terna (ry, 7y, 1),
dove

(1) 7; € ==0,1, & una rappresentazione dell’algebra A4(X) su uno spazio
di Hilbert separabile H,,

(2) T:H, — H, & un operatore continuo, e per ogni f € A(X), 'operatore
Tory(f) — ro(f)oT & compatto.

Gli operatori »,(f), f € A(X), si possono pensare come moltiplicators su H,.
Percid, ha senso parlare del supporto di un operatore gquasi-locale.

Siano U, X, X, tre oggetti di C, ¢ siano
vl 7y iz >
A—l — U =31 2

due morfismi in O, con i;, ¢, omeomorfisini con immagini aperte.
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Se D,, D, sono operatori quasi-locali su X,, X, rispettivamente, si pud
definire in maniera naturale quando gli operatori D;, D, coincidono su U,
modulo operatori compatti.

Sia D un operatore quasi-locale sullo spazio localmente compatto X. Per
definizione, D & un operatore ellittico astratto su X se, per ogni punto z e X,
esiste un intorno U, di # ed un operatore ellittico astratto D,, nel senso di
Atiyah, su uno spazio compatto M, e Obj C, tale che gli operatori D e D,
coincidano su U,; naturalmente qui si intende che U, sia un sottospazio aperto
anche di M,.

Sia D, = (i35 7i0y L), €= 0,1, un operatore ellittico sullo spazio local-
mente-compatto X,. Sia Uc X, i = 0,1, tale che X, — U = K, & un com-
patto. Se gli operatori D, coincidono su U, allora possiamo asgsociare, per ogni
funzione fe A(X), con Supp fc U, un nuovo operatore (chiamato operatore
differenza)

_|a—=HDa—y —f?
A(Du -DO; f) - } ,fz (1___ f)ﬁo(l'— f) 3
dove D, = %r - f))‘l .

Si dimostra che Poperatore A(Dy, Do, 1) & un operatore @i Fredholm.

La costruzione dell’operatore differenza & suggerita dalle considerazioni
fatte in [6] per la dimostrazione del teorems, di excisione.

Le considerazioni fatte in [6] si possono usare anche in questo caso per
dimostrare che ’indice delloperatore differenza é indipendente dalla funzione f.

Applichiamo ora questa tecnica alla seguente situazione geometrica. Sia M
una varieta lipschitziana, localmente compatta, e sia

E={0->E, % E,—0}

un fibrato vettoriale complesso, virtuale, con supporto compatto su- M.

Per ognuno dei fibrati E, si pud costruire un operatore di segnatura Dy,
cosi come in [6]. Gli operatori di segnatura sono degli operatori differenziali
del primo ordine, con coefficienti in generale discontinui, e sono degli opera-
tori ellittici astratti nel senso sopra indieato.

L’isomorfismo « permette di accertare che gli operatori Dy, i =0, 1, coin-
cidono sul complementare del supporto, compatto, di E. Cid basta per co-
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struire Poperatore di Fredholm differenza
A('DEI’ .DEO, 05) .

Si dimostra che Dindice di questo operatore dipende solamente dalla classe
[Ble K. (M). Per arrivare a questo risultato, si debbono applicare le prin-
cipali tecniche di [6].

Da cid segue come corollario una definizione costruitiva delle classi di Pon-
trjagin razionali di M e la loro invarianza topologica. I’invarianza topologica
delle classi di Pontrjagin razionali delle varietd Lipschitziane localmente com-
patte risulta, come appare in [5], da queste tecniche e dal teorema fondamen-
tale di Sullivan sull’esistenza ed unicitd delle strutture lipschitziane sulle va-
rietd topologiche di dimensione diversa da quattro ([4]).

Una discussione pit dettagliata dei risultati sopra esposti costituird oggetto
di un altro lavoro.
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