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GIUSEPPE TOMASSINI (¥*)

L’algebra delle funzioni olomorfe di ordine finito

1 — Nella teoria delle funzioni olomorfe di pit variabili complesse su un
dominio di C» (o di wna varietd complessa) due problemi si presentano in modo
naturale

(4) estensione di funzione olomorfe appartenenti a particolari classi
(B) fattorizzazione.

I dati relativi a questi problemi sono

(1) un dominio D c C* e un sottoinsieme analitico (complesso) ¥V di D
(2) due algebre o pil in generale due spazi vettoriali /(V), Z(D) di
funzioni olomorfe su V e su D rispettivamente con un omomorfismo

0: B(D) — (V)

(che di solito e la restrizione).

I1 problema (A4) consiste allora nel vedere sotto quali condizioni ¢ & suriet-
tivo; il problema (B) si pud formulare cosi: supponiamo che in Z(D) esistano
fis oo fm che generano il fascio £, degli ideali di V; allora f,, ..., f» generano
Videale

I(V) = {{ € BD): f;, = 0}
di #(D)?

Il punto di partenza in quest’ordine di questioni & la teovia classica di Oka,
Cartan, Serre che di risultati completi nel caso c¢he D sia un dominio di olo-
morfia, (V) e #(D) coincidano con le algebre O(V) o O(D) delle funzioni
olomorfe su V e D rispettivamente ([7]).

(*) Indirizzo: Scuola Normale Superiore, Piazza dei Cavalieri 7, 56100 Pisa, Italia.
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Per quanto rignarda altre classi di funzioni, particolarmente importanti
per I’Analisi Complessa sono l'algebra LH> delle funzioni olomorfe e limitate,
Palgebra A%® delle funzioni olomorfe e regolari di classe C* fino al bordo,
0<k<+ oo, e gli spazi H» di Hardy; lo studio di questi spazi di funzioni, in
relazione ai problemi (4) e (B), ha prodotto, specialmente a partire dall’inizio
degli anni 70, vari lavori a cui rimandiamo per i risultati pitt significativi ([1],
21, (4], [5], [6], [81], [9], [13], [14], [16], [17]).

Qui vogliamo occuparci dell’algebra delle funzioni olomorfe @i ordine finito
(0 a crescenga polinomiale).

2 ~ 8ia D % C* un dominio ¢ sia 2z > 8(2)= dist (%, bD), 2 € D la funzione
distanza dal bordo.

Diremo che una funzione f, continua su D, & di ordine finito (su bD), se per
ogni eompatto K di C» esiste A = A(K) tale che

sup 0(2)*|f(#) | < + oo
2EEND
Se A & un sottoinsieme di bD diremo che f ha ordine al pit ) su A (e seriveremo
ord, (f)< 1), se per ogni 2° € A esiste un intorno di U di 2° tale che

sup 0(2)*|f(z)| < + oo.

ZEUND
Noteremo con 2(D) I'algebra delle funzioni di ordine finito (su bD) che sono
olomorfe su D.
Se V & un sottoinsieme analitico di un intorno di D, in modo analogo si
definisce ’algebra Z(V N D) delle funzioni olomorfe su V N D e dé ordine finito.

Osservazioni.
(1) Una delle ragioni che rendono interessante l'algebra (D) ¢ che,
se bD & regolare di classe €%, (D) si identifica con I'insieme delle funzioni olo-
morfe su D aventi traccia su bD nel senso delle distribuzioni ([10]).

(2) Se D ¢&limitato, (D) pud essere dotata in modo naturale di una strut-
tura di algebra di Fréchet e se .D non & limitato di una struttura di limite pro-
iettivo di algebre di Fréchet.

3 — Riguardo ai problemi posti all’inizio i primi risultati concernenti le
Tunzioni olomorfe di ordine finito sono dovuti a R. Narasimhan, con i teoremi

seguenti

Teorema 1. Siano DzC* un dominio, g una funzione olomorfa su un
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intorno di D e f una funzione olomorfa su D ¢ di ordine finito. Allora, se f & divi-
sibile per ¢, flg é di ordine finito.

Teorema 2. Supponiamo che D sia un dominio d’olomorfia limitato,
avente un sistema fondamentale di intorni costituito da domini di olomorfia, e
che V sia una sottovarietd complessa di un intorno di D. Allora Uomomorfismo di
restrizione P(D) — P(V N D) ¢ suriettivo.

La dimostrazione del Teorema 1 & in [11]; il Teorema 2 si trova enunciato
in [12].

I1 Teorema 1 & stato generalizzato successivamente da Y.T. Siu [15], nelle
stesse ipotesi per D, con il seguente risultato: se (g;) 1<i<r, 1<j<s, ¢ una
matrice di funzioni olomorfe su un intorno di D e fy, ..., f, sono funzioni olo-
morfe su D di ordine finito e della forma

8
fi= Z Aifis
i=1
con Ay, ..., A, olomorfe, allora esistono u, ..., u, olomorfe su D e di ordine
finito tali che

fi= Z Mifis -
je=1

4 — Strumento essenziale, sia per il Teorema 2 che per quello di Siu & la
risoluzione del sistema di Cauchy-Riemann ow = f quando f ¢ una forma C®
su D, di ordine finito (i.e. a coefficienti di ordine finito).

I risultati pitt precisi in quest’ambito si devono a Henkin [8]: se D ¢ un
dominio limitato con bordo C* stettamente convesso e f & d-chiusa di ordine
al pitt k& allora du = f ha una soluzione C* su D e di ordine al pitt k — 1.

Questo teorema di Henkin si pud ulteriormente precisare [3]:

Teorema 3. Sia Dc C* un dominio limitato con borde C= strettamente
pseudoconvesso ¢ sia | una (p, q)-forma C° su D, O-chiusa ¢ tale che: ord,, (fl<k
e ord, (fy<k’ <k, A c bD. Allora Vequazione u = f ha una soluzione 1 € C*(D)
tale che ord,, (u)<k—1 ¢ ord, (w)<k'—1.

11 teorema precedente ed un risultato sull’approssimazione delle funzioni
di 2(D) con funzioni olomorfe su un intorno di D (D limitato) consentono di
- estendere il teorema di Henkin al caso in cui D sia un dominio non limitato
con bordo C® strettamente pseudoconvesso ([3]). Applicando allora i risultati
precedenti e le teeniche di dimostrazione utilizzate in [6] e [17] allo studio dei
problemi (4) e (B) per i domini illimitati si ottengono i teoremi ([3])
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Teorema 4. Supponiamo che D % C* sia un dominio con bordo C° stret-
tamente pseudoconvesso. Allora per ogni punto a = (4, ..., a,) € D Pideale mas-
simale M,= {fe P(D): f(a) = 0} & generato da #y— g, ooy By — .

Teorema 5. Nelle stesse ipotesi per D supponiamo che V sia un sottoin-
sieme analitico di un intorno di D, non singolare su bD, che incontri bD
trasversalmente. Allora

(i) Pomomorfismo di restrizione P(D) — P(V N D) & suriettivo

(1) se fiy .oy fu, olomorfe su un intorno di D generano &, (il fascio degli
idealt di V), allora generano Videale {f € #(D): fj, = 0}.
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