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PIERRE DOLBEAULT (%)

Théoréme de Plemelj en plusieurs variables

En 1908, dans C, J. Plemelj [8] a établi le résultat suivant: étant donnée
une fonction f assez réguliére, définie sur une courbe V d’un ouvert U, par
transformée de Cauchy Z'(f) de f, on obtient une fonction F sur U~V admet-
tant, de part et d’autre de V, des prolongements continus & V, F+ et F'-, tel que
Ft—F-=f, (%) I'* 4 F- étant la valewr principale de Cauchy de 7Y(j) .

Ce théoreme a été généralisé, dans un ouvert U de C», & I'aide de la trans-
formée de Bochner-Martinelli par Harvey et Lawson [3] (1975), la courbe étant
remplacée par une hypersurface lisse V de U.

On se propose d’établir un théoréme de méme énoncé dans les deux cas
suivants

(1) Pespace ambiant est une varété de Stein: ¢’est un travail récent [5]
de Mme Laurent-Thiébaut (1982) qui utilise le noyau de Henkin-Leiterer sur
une variété de Stein [4] (1981)

(2) T'espace ambiant est un hyperplan réel de C»; on utilise alors un
noyau voisin de celui de Bochner-Martinelli.

Le seule hypothése faite sur la fonction f donnée est d’&tre O & support
compact; I'hypothése O peut d’ailleurs étre affaiblie en fe Lip, (0 < a < 1);
la, fonetion F est définie globalement sur Pouvert UN7V grice & la définition
globale du noyau et, dans le cas complexe, n’est pas holomorphe en général.

Pour terminer, on indiquera, selon [5], dans le cas (1), des généralisations
aux cas ou la donnée est une forme différentielle ou un courant d’ordre zéro.

La nouveauté par rapport aux résultats antérieurs, par exemple [1], est
la construction explicite de la fonction F & laide de noyaux et satisfai-
sant & (%).

(*) Adresse: Institut Mathématique, Université Paris VI, 34 Rue des Cordelieres,
75013 Paris, France. :
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1 - Préliminaires: noyaux

1.1 — En 1943, Martinelli [6], puis Bochner [2] on introduit, dans C»x Cn
(B4 eery Bnj Cay oeey On) le noyau suivant

£i—%

k24() = e, "1 (— 1)+ e Aty A A Al A AL ALLA dzi A A dEy,
=1

?
oll ¢, est une constante convenable dépendant de » seul.

1.2 — En vue d’une solution du probléme du 4’, Henkin et Leiterer [4] ont
construit des noyaux sur une variété de Stein M, de dimension », de la facon
suivante. Soient T'(M) et T*(M) les espaces fibrés holomorphes tangent et co-
tangent & M; on désigne par T(M x M), T%(M x M) le fibré image réciproque
par la premiére projection: M x M — M de T(M) et T*#(3) respectivement.
On désigne par (2, {) un point de M x M.

Alors, il existe une section holomorphe s: M x .M — T(M x M) telle que la
restriction de s & la diagonale A(M) de M XM soit nulle et que s(z, -):
M — T,(M) soit biholomorphe au voisinage de #z; cela résulte du plongement
de la variété de Stein M dans C™ et du théoréme B sur les variétés de Stein.

11 résulte aussi du théoréme B l'existence d'une fonction ¢ holomorphe sur
M x M, égale & 1 sur A(M) et dont la restriction & M X M~ A(H) est une section
du sous-faisceaun &, du faisceau @, , engendré par s. Il existe une application
fibrée o: T(M x M) — T%(M x M), ¢° antilinéaire et bijective sur chaque
fibre telle que, (,)> désignant la dunalité entre T(M x M) et %M x M),
¥ 1> (o¥, o~w*Ht soit une métrique hermitienne sur T(M X M); & s(z, £), on
associe la la section 3(z, £) = os(z, &) de T*(M x M); alors il existe un plus
petit entier %>0 tel que ¢*(z, £). (3(z, ), 8(2, £)>~1 soit C sur M x M\ A(M).

On construit alors, par le procédé de Leray, & Paide de s et 5, un noyau
comme k2 que lon corrige par le facteur ¢™(2,{) avec »>y; on le note
Q" §,8,2) = Q=) = Q%L 2) = -, 2).

1.3 — On vérifie, comme pour le noyau k2¥({), les propriétés suivantes:

(1) d%(z) = 4, 2%, {) = d;QO(z, {) == 0;., (mesure de Dirac au point
{==ze M)

(2) = étant fixé, pour &> 0 assez petit et | —2| < & (dans une carte),
0%z, £) est inchangé par { — 2 > —({ —#), & une forme différentielle C* pres

(8) Q°(2,¢) a une singularité d’ordre (2n — 1) sur A(M).
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De (1) et (2) résulte

14 —~ Lemme. Soit 4 un domaine relativement compact de M, & bord de
classe C', alors

(a) [Q%) =0 siz¢d, (b) [Q) =1 sized,
-7} vd
() VpfRe)=1% si zebd,
b4

Vp désignantla valeur principale de Cauchy dont on rappellera la définition en 2.1.

2 - Théortme de Plemelj sur une variété de Stein If [5]

2.1 —~ Théoréme. Soient M wne variété de Stein, U un ouwvert de M,
V une hypersurface Ot orientée de U telle que UNV = U+ U U- ot U+ ¢t U-
sont connexes et bU+t= V. Soient fe C)V) (fonction C1 & support compact
dans V) et I'(2) = [f(5)2%=, L) pour ze U\V.
v

Alors F|U* a une ewtension continue T+ & UxU V o, sur V, on a:
(4) It —TF-=f; F*+ F-=2Vp[f({) Q= )
v

(B) pour tout compact X C V, il existe une constante C iclle que, pousr toute
€ Cy(V), Supp fc K, on ait |F=|, < O|f]ay-

2%z, {) est le noyau de Henkin-Leiterer (1.2); I'(z) est la transformée de
Bochner-Martinelli de f (pour le noyau 2%, ) an lien de k* dans C»).
Vp[f(£) (2, {)=1lim [ f(£)Qz, ) ott Ue(s) est défini de la facon suivante:
v

&=>0 F\Us(z}
soit h une carte de M, centrée en z, dont le domaine est le voisinage W de

# dans M, alors 7 est une application biholomorphe: W — h(W)c C* et

zZ1—=>0

Ue(z) = h=1(B(0, ¢)) ol ¢ est assez petit pour que B(0, &) C h(W).
22 - Démonstration. On va établir (4) en chaque point z, & V.

2.2.1 - I suffit de considérer le cas ol f a son support dans un voisinage
arbitrairement petit de 2, dans V; en effet f est la somme d’une telle fonction
et d'une fonction f, & support disjoint dun voisinage de #,; alors
Fy(e) = [1,() %z, L) est continue pour # dans un voisinage de z, dans M ef

¥

fs, I, vérifient (4) trivialement.
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2.2.2 — Si Supp f est assez petit, il existe un domaine 4 cc U* avee bA de
classe C* tel que Supp fcbd.

2.2.3 - On a

lim “;fd (f() — f(2)) 2°2, €) ——f( f(z)) 2%z, 0)
tébd

qui & un sens d’apres (3).
(Cf. la démonstration du résultat analogue dans [7], §5).

2.2.4 - 8¢ 4 est un domaine a bo7 d C' relativement compact dans une variéié
de Stein M, alors F(z f f(£) 2%z, &) a des extensions continues I+ sur A et F-

sur M4 telles que 1’+]M—I’ loa =1«

On a
JC)— 1) 2, ) = F(t) — f(2) [Q°(t) =
o vd I'(t) site¢d,
d’aprés le Lemme 1.4,

D’apres 2.2.3

lim f (f(-) — f(=)) 2°(¢, ) = Lim F(t) — f() f(f()—f (2)) £2°(=, )

t—>z i—>z
ted ted

lim [ (f() —#(e) 2%, ) = Lim () =
téZz tté.?; ’

Be—

(f f ) ‘Qo('-" :

Alors F*(2) et F'~(2) existent et sont continues; en outre F*(z) — f(z) = F~(2).
2.2.5. —~ Démonstration de (4),. Pour z2¢V, on a

VPCIV (O Q%, 0) =lm [ (f() —f(2)) 2, {) + fe) lim | 2%, 7).

&0 ¥\ Uglz) &>0 P\ Uglz}

La premiére limite existe et est égale & [(f({) —f(2)) 2%z, ) & cause de (3)
et, compte tenu du Lemme 1.4 (¢) on a ”

Ve [f(8) 2 &) =[(f(Q) — 1(2)) 2z &) + $1(=) .

{ev v
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Pour Supp f assez petit, la démonstration de 2.2.4 fournit

(@) 4 F=(2) — f(2) = 2VD [#(2) 202, £) — f(2) .
Ler
2.2.6 — I1 suffit de démontrer (8) pour K contenu dans un domaine de carte
ct assez peflit et dutiliser les expressions ci-dessus de F+(z) — f(2) et de I'—(z).

3 - Théordtme de Plemelj dans un hyperplan réel B de C»

Dans C#(z,, ..., 2,), on considére Phyperplan F= {ze C*; Im2,(2) = 0};
ol pose @, = Rez, alors, dans 7, on a les coordonnées (@1, 2y vy 2,). On va
définir dans E un noyau analogue & celui de Bochner-Martinelli dans C» a
partir d’un champ de vecteurs & coefficients distributions dans B qu’appellera
éncore noyau, par la technique de [3].

3.1 - Noyauz dans B.

Dans F, toute forme différentielle est somme de formes différentielles homo-
génes en dgz,, dz;, dw, (j=2,...,n) de degré p, q,r respectivement; » prend
les valeurs 0 et 1; P, q varient de 0 & n — 1. Pour toute forme homogéne v,
on appelle Dy la somme des termes de dy dont le degré p en dz, J=2,...,m)

n
n'est  pas augmenté par d. Alors si dg = (0/9%;) dz;, on a
=2

= 0,

.

S

D=d, + (0/0@,) dzy; on vérifie immédiatement que D

Soit K = K,(3/dz,) + > K;(0/0%;) un champ de vecteurs & coefficients

. =2

distributions dans ¥; on jidentiﬁem les distributions aux courants de degré 0.

Tout courant = & support compact dans H, we &' (B) peut s’éerive
= dw;Au; + u, ol u, et wu, sont indépendants de duw,.

dwy A u, est somme de monodmes qu’on note encore dw, A Uy, avee u,=u,,dz; A d3E,
ou I et J sont des multiindices (1 ey ) €6 (1, or) Go) respectivement
de; = Az A A dzin 3 Az, = Az A A dé,-q; on définit la convolution-contraction
de I et w,A\dax, par

K #w N\ day = K% ug,de, )\ dz, + > (K, u”)(——l)"“"‘dwl/\ dz A\ Az,
ires
# désignant le produit de convolution des coefficients; on définit de facon

analogue K # u, et, par linéarité, K # u.

On pose Div K = 9K,/ow, + 2 0K,[0z; quon appelle D-divergence de K.
Alors ==
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Lemme. Pourtoutue & (), on a: DK #u) -+ K # (Du) = Div K % u.

Corollaire. i DivE = 8, (mesure de Dirac en 0), pour tout ue & (B),
on &
w = D(K #u) K # (Du) (formule d’homotopic pour D) .

3.2 — Noyau de Bochner- Martinells ™.

n
Soient z = (24, 2y, ..., 2,) € B; |2| = (@] + > 2;2,)}; on pose

=2

<
o

¢ _ .
5 %13 J‘(J: lzl:_m__lz:i (7:27"'7”')7

]z]?.n—-l 9

K, =

avee une constante ¢ choisie plus loin. Par définition

K2 = K, _2_9_ -+ 2”: K. i .
ox, & 07
Lemme. Pour un choiz convenable de la constante C, on « Div K= &,
mesure de Dirac en 0.

Dans la suite on suppose C choisie comme dans le lemme.

Proposition. 8¢ we & (EF), sans terme en dz; et si Du =0, alors
v = K" #yec& (B) est la solution & support compact unique de Dv = u.

Cela résulte de la formule d’homotopie pour D; la compacité de v est prouvée
en utilisant un autre noyau simple moins régulier que K*,

3.3 — Transformée de Bochner- Martinelli et théoréme de Plemelj.

Soient U un ouvert de E, ¥V une hypersurface €1 orientée de U telle que
UN\V = Uty U- ou U+ et U~ sont connexes et bU+= ¥V (avec orientation).
Alors pour toute fonction fe Ci(V), la transformée de Bochner-Martinelli
de f est

F(z) = K™ # (f(V])(2) = [ {7,
¥

ot [V] est le courant d’intégration sur V et ol

C

ERU(L)= kP¥(2, [) == e et

[} (6 — @) A%/ . A QLA AEA AL,

+ Z(—l)ﬂﬂ(c,~ 5 AEAAEA A AL AAEA ATEA . NAE],



[7 THEORBEME DE PLEMELJ BN PLUSIEURS VARIABLES 53
avee § = (&, Loy ory §,). Alors, la propriété Div K?¥ = §, entraine

(L) Ak" = Ak = D,k = §,_,
(2)" = étant fixé k™ est changé en son opposé par (& —2) > — (& — 2)
(3)" pour { =2, la singularité de k*¥(z,¢) est d’ordre (2n — 2).

Alors, le procédé de démonstration de 2 se transporte dans ce cas et on a

34 — Théore (‘,m@ Dans les notations ci-dessus, pour toute fe Cy(V) et
ff (2, £), F| U= a une catension continue T+ ¢ U=U V et, sur V

Ft—F-={f; I+4 F-=9Vp[H({)iP(e, ),

pour tout compact I de V, il ewiste une constante C telle que, pour Supp f cK,
on ait |FE| <Ol f]ng-

4 « Généralisation aux formes différentielles et aux courants d’ordre 0 sur une
variété de Stein M [5]

4.1 - Henkin et Leiterer [4] ont constrnit des noyaux globaux £2° sur une
variété de Stein M de sorte que, pour toute (0, ¢)-forme f C & support compact
sur ¥, (i.e. la restriction & ¥V d’un (0, g)-forme sur M aun voisinage de V' ), on défi-
nisse la transformée de Bochner-Martinelli de f

= [HONR5, 0)
gev
Alors, pour U et V comme dans 1, 7|+ a un prolongement conbinu I+
a UtuUV et (F*—F-)|, = (—1)°f, modulo d"p, p =0 étant une équation
locale de V et f, désignant la composante tangentielle complexe de f; on a
une expression de (F* -+ F~)|, & I'aide d’une Vp et une estimation.

4.2 ~ On obtient un théoréme analogue pour les (n, n — g — 1)-formes en

utilisant la transformée
= T(8) =[N 22,
Z€V

4.3 — Par dualité, on obtient un théoréme pour les courants f sur V,
d’ordre 0, de degré 2n — ¢ —1.

Soit 4: ¥V — M  DPinjection ecanonique, si 4 f = [4.f]*"%, alors
B(2)=<f("), #*02)(2,)> admet des valeurs au bord vérifiant v} F'—ob;F= (—1)e+1,
On définit la valeur au bord comme suit.
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Soit d={p< 0; 0 C®;dp#0 sw b4} un domaine lisse de M; soient
blde= {ze M; o(2)=¢}, p € C; (b4), § un prolongement C* de ¢ au voisinage
de b4; on pose gs= @, ; la fonction I admet une valeur au bord sur b4
s'il existe un courant 7'e @' (bA) tel que (T, py == Hm {F [bAe, pe>.

£~>0
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