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MARIA LUISA VERONESI (%)

Sui semigruppi quasi fortemente regolari (**)

1 —~ T semigruppi quasi completamente regolari (noti anche come semigruppi
quasi periodict o come groupbound semigroups) recentemente sono stati oggetto
di studio da parte di alcuni autori (cfr. ad es.[7], [9],s, [4]z, [6]). In questa
nota, che fa seguito ai lavori[4],,, si prosegue lo studio dei semigruppi quasi
fortemente regolari, cioé di una particolare classe di semigruppi quasi comple-
tamente regolari. I'introduzione di una relazione di equivalenza, che per i
semigruppi regolari si riduce alla ben nota relazione # di Green, permette
di estendere ai semigruppi quasi fortemente regolari alcune proprietd dei semi-
gruppi completamente regolari e dei semigruppi inversi unione di gruppi.

Def. 1.1. Un semigruppo S si dice quasi (completamente) regolare se una
potenza di ogni elemento di S & (completamente) regolare.

Def. 2.1. Un semigruppo S quasi regolare & quasi fortemente regolare
se ogni elemento regolare di § & completamente regolare (1).

(*) Indirizzo: Dipartimento di Matematica, Politecnico, P.za Leonardo da Vinei 32,
20133 Milano, Ifaly.

(**) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.S.A.G.A. (C.N.R.) e con i fondi di ri-
cerca M. P.I..— Ricevuto: 9-V-1983.

(?) Consideriamo ad es. 1 due semigruppi

| 0 e f e b | 0 e a b
0 ‘ 6 o0 o0 0 0 0 0 0 0 0
e 0 e 0 a 0 e 0 e a b
f 0 0 f 0 b a 0 o 0 0
a 0 0 a 0 e b l 0 b @ e
b 0 b 0 0

Il primo & quasi completamente regolare ma non quasi fortemente regolare; il secondo
¢ quasi fortemente regolare.
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Def. 3.1. Un semigruppo S si dice t-semigruppo se § & un semigruppo
t-archimedeo e contiene un idempotente (2).

Def. 4.1. Un semigruppo S si dice completamente avchimedeo se S &
archimedeo e contiene io zero o un idempotente primitivo (3).

Sia S un semigruppo quasi regolare e consideriamo in 8 le relazioni di equi-
valenza &%, #%, 7%, % definite nel modo seguente

a6 L%h <= Sa®= Sb?, aZ*h <= a?S = b1S,
ag*h < Sar8 = 818, H*= L*NI*,

ove a,b el e p, ¢ sono i minimi interi positivi per cui a? e b7 sono regolari (4).
8i ha 4% C #* e quindi ogni #*-classe ¢ unione (disgiunta) di s##-classi; ricor-
diamo inoltre che ogni J#*-classe contiene al pitt un idempoiente (efr. [41,,
Prop. (b) di 1).
. Nel seguito la #*-clagse (#*-classe) individuata da un elemento « di §
sard indicata con Jf (HY). Come di consueto F rappresenterd Pinsieme degli
idempotenti di 8, G, (¢ E) il sottogruppo massimale di § avente come
identity e.

Se @ € 8 ed » & il minimo intero positivo per cui a» & regolare si ha a* e H, ,
ared,.

Ricordiamo infine che si ha il seguente

Lemma di Munn (efr. [7], Lemma 1). Siano S wn semigruppo ed © un

(?) Avvertiamo che tutte le definizioni non riportate in questo lavoro si possono
trovare in [3] oppure in [8]. Per quanto riguarda la definizione di semigruppo f-archi-
medeo si veda[9],, pag. 233.

Si noti che un nilsemigruppo & un t-semigruppo. Ricordiamo inoltre che sussiste
la seguente proposizione (efr. (1], Teor. 1, ¢ [2], Prop. 2.2).

Per un semigruppo S le sequenti condiziont sono equivalenti: (i) 8 é uw t-semigruppo;
(1) 8 & estensione ideale di un gruppo mediante un nilsemigruppo; (iil) 8 & quast regolare
‘e contiene un solo idempotente.

(%) Ricordiamo che un semigruppo & completamenie archimedeo se ¢ solo se & estensione
ideale di un semigruppo completamente semplice medianie un nilsemigruppo (cfr.[2],
Cor. 3.3).

Osserviamo che un {-semigruppo & un semigruppo completamente archimedeo.
Ricordiamo inoltre che un semigruppo complelamente archimedeo & quasi fortemente re-
golare (cir.[4];, Teor. 1.5 ¢ [4],, Lemma 1.2).

(4) Cfr.[4],. Se § ¢ regolare le relazioni Z*, Z*, £*, %, coincidono con le relazioni
Z, R, £, #, di Green.
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elemento di S tale che a» appartenga ad wn sottogruppo G di S per qualehe intero
positivo n. Allora, se ¢ & Videntita di G, si ha

(a) ex = wec (,, (D) ™ e @G, per ogni intero m > n.
Sussiste, come si verifica facilmente, il

Lemma 5.1. Se 8 ¢ wn semigruppo quasi regolare si hanno le seguents
proposizionti
(i) Ogni F*-classe di S contiene almeno un idempotente.
(ii) G,CH:CJ: per ogni ec B.

Dimostriamo ora il

Lemma 6.1. In uwn semigruppo quasi fortemente regolare S le relazions
e, fel, J, =dJ,, ¢f = fe = f implicano ¢ = f.

Infatti da SeS = SfS segue ¢ = afy (z,y €8) e, posto a = exe, si ha
a(fyya = exefyere = exfyexe = cxe = a.

Pertanto a & regolare ed essendo S quasi fortemente regolare esiste ¢’ € S
tale che ¢ = aa’a, a¢’'a = ad'.

Inoltre, posto b = eye, si ha afb = exefeye = exfye = ¢ ¢ quindi si ot-
tiene e = afb = ao’afb = aa'e = &' ae = a&'a. Pertanto ¢ = a'a=0a'ca=a'afba
= ¢fba = fba da cul segue ¢ = fe, cioé ¢ = f.

Lemma 7.1. In uwn semigruppo quasi fortemente regolare Vuguaglianza
Ji =J., (weS, eeB) implica exee G,.

\

Sia n il minimo intero positivo per cui (eme)" & regolare (e quindi comple-
tamente regolare). Si ha (ewe)” e G,C Jf( feB), (exe)red fm,: J, e quindi si
hanno le relazioni J; = J f , ¢f = fe = f da cui segue ¢ = f (Lemma 6.1). Per-
tanto (ewe)" € @, e percid exe € G, (Lemma di Munn, prop. (a)).

Lemma 8.1. In wun semigruppo S quasi fortemente regolare si ha
* % . .
J = Jyg DOT ogni ¢, be 8.

Se 5, ed 7, sono i minimi interi positivi per cui (ab)™ e (ba)*: sono regolari
(e quindi completamente regolari) si ha (ab)™ € G, C JT, (ba)e G,C J:(e, feB)(®
e (per il Lemma di Munn) si ha anche (ab)*™ed,C Jr, (ba)ytie G, C J”;
(Vp, ¢=0). Pertanto (a b)™ F*(ab)™*, (ba)™f*(ba)**** (Yp, ¢>0) e quindi, po-

Iy

(®) Ricordiamo che, se # & un elemento completamente regolare di un semigruppo
S, # & contenuto in un sottogruppo di S. ) ‘
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sto » = max (n,, n,), si ha
S(ab)™ S = S(ab)**18 = Sa(ba)*b8 C 8(ba)* S = S(ba)*:§ .

In modo analogo si trova S(ba)™8 C S(ab)™8 per cui S(ab)™S = S(ba)**8,
ciod J,= Jy,.

Lemma 9.1. 8ia S un semigruppo quasi fortemente regolare e siano e, f
due idempotenti di S tali che J: = J:. Risulta allorae J:,: J,.

Da 8SeS = SfS segue ¢ = afy = afye (x,y €8); per il Lemma 8.1 si ha
J: =, = J:,"B = J:;,, ooy = JZW e, poiche fyexf e E, risulta f = fyexf (Lem-
ma 6.1). Da quest’ultima uguaglianza si deduce immediatamente che fyf e G,
(Lemma 7.1). In modo analogo si verifica che fzf € &, e quindi, per ogni intero
positivo p, si ha (fef)? = (fzffyf)re G, C Jf. Pertanto SfS = S(fef)? S= Sf(ef)»S
C S(ef)r8; d’altronde S(ef)»SCSfS e quindi SfS = S(ef)*S (per ogni intero
positivo p), da cui segue Jf,z sz Jr.

Lemma 10.1. In un semigruppo quasi fortemente regolare S le relazionsd
are,, bre G, (a,be8; ¢ feE; my,n interi positivi) implicano J,, = dJ,,.

Sia m, il minimo intero positivo per cui (ab)™ é regolare. Si ha
(1) (@bymedl, (abyme G, CJ, (heE), hab = abheG,.
Cid posto verifichiamo che risulta
(2) ha*hel,, Rhb*hed, per ogni intero p>0 (%).
Dimostriamo per induzione la prima delle (2). Supponiamo he”h € G, (p=0)
e verifichiamo che anche ha?t1k € G4,. Si ha (ha?h)(hab) = ha?*bh € G, e, se @
¢ Pinverso di ha#*bh in G, si ha kb = ha?™bwh da cul segue che ha*** & re-
golare. Pertanto J ,’f =dJ :am = J:awh (Lemma 8.1), dunque ha?'h € G, (Lem-
ma 7.1) e, poiche ha®h = h € G, la prima delle (2) & dimostrata; in modo ana-

logo si procede per la seconda.
Verifichiamo ora che si ha

(3) hehe Gy, hfheG,.

(°) Qui e nel seguito porremo xy°= ¥’ = x per ogni »,y e L,
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Poiché a» e G,, dalla prima delle (2) si deduce hea™h € G, ¢, se # & Pinverso di
. . . \ s #
heah in @, si ha b= hea™zh da cui segue che he & regolare. Pertanto J,=d

he
= J:Eh e quindi heh € G,,. Analogamente si verifica che Afh e G,.

Dimostriamo che risulta
(4) hef)rh e G,  per ogni intero p>0.

La (4) & ovvia per p = 0; dimostriamola per p = 1. Dalle (3) segue h = hexfh
(€ Gy) e quindi fhe & regolare; dalle (3) segue anche h = hfhey (y € @)
e percid J, =, =dJ.,=Jp,,. Pertanto hefie@,. Supponiamo ora
hef)? h e Gy (p>1) e verifichiamo che anche h(ef)*™1]h € G,,. Da h(ef)?h € G, segue
h = h(ef)?z(ef)?h (2e@G,) e quindi si ha (ef)?hef = (ef)?hef[(ef)?-22](ef)? hef.
Pertanto (ef)?hef & regolare. Si ha poi k= [h(ef)?h]?w (we G,) e percid

SkS = S[h{ef)? h]2wS C Shief)?h(ef)? S C S(ef)?hefS .

D’altronde S(ef)?hefS C ShS ¢ quindi SkS = S(ef)?hefS. Pertanto J: = J(i,)phe,
= J iy = Tngepper, da cul segue hief)he @, e la (4) & dimostrata.
Sia infine ¢ il minimo intero positivo per cui (ef)? & regolare. Si ha

3 L3

(5) (efp=JL, (efreG=4J; (keB).
Vogliamo verificare che risulta
(6) E(ba)rk € ¢,  per ogni intero p>0.

La (4) & ovvia per p = 0; dimostriamola per p=1. Per il Lemma di Munn si
ha (ef)2e G,C J;’ Si pud pertanto scrivere. (ef)2e= (ef)2x(ef)* (x € G}). Da
am € @,, b*e G, segue ea € G,, bf € G, e quindi esistono a’ € G,, b’ € G, tali che
e = a'ea = a'a, f = bfd) = bb'.

Possiamo dunque scrivere

a(ef)?2b = a(ef)2x(ef)2b = a(ef)?*b(b'xa’)alef)> b
S(ef)eS = S(ef)22S = Sa’alef)22bb’' S C Sa(ef)2ebsS

Sa(ef)2bs € 8(ef)rS
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e pertanto si ha

¥ £ ES 3% £33 £
J, T J of = J aley)? 9y = J batef)?? J (ef)Tva(en)? — Jz,-(e/)%a(enqk ’

da cul segue (ef)*ba(ef) = L(efjrba{ef)'k € G,; da questa, se y indica linverso
di (ef)e in G, si ottiene kbak = y(ef)rba(ef)ry € Gy.. Dopo di cid con lo stesso
procedimento usato per la dimostrazione della (4) si verifica che k(ba)?k € G,
(p>=1) implica k(ba)rt1k e G,.

Siamo ora in grado di dimostrare il Lemma 10.1. Se m, & il minimo
intero positivo per cui (ba)™ & regolare si ha (per le (1), (4), (5) e (6))

S(ab)™8S = ShS = Shief)shS € S{ef}eS ,
S(ef)eS = SkS = Sk(ba)™ kS C S(ba)™Ss ,

. E - E£3 E . . <
e, da queste, ricordando che J,, = J,,, si ottiene S(ab)™S= S(ef)18, ciod
£3 £
Jab = ch'

Proposizione 11.1. In un semigruppo S quasi fortemente regolare ogni
F*-classe ¢ un sottosemigruppo di S completamente archimedeo.

Siano S un semigruppo quasi fortemente regolare, J* una #*-classe di S,
a, b due elementi di J*, m, n i minimi interi positivi per cui a e b* sono regolari.

Si ha ane G,CJ, = J% bre G, CJ; = J* (¢,f€B), I, =d. (Lemma 10.1),
J jf = J, (Lemma 9.1) da cui segue J fb = J*. Pertanto J* & un sottosemigruppo
di 8 ed ¢ evidente che tale sottosemigruppo & quasi regolare. Osserviamo ora
che J* contiene almeno un idempotente (Lemma 5.1). Se J* contiene lo zero,
allora J* & un nilsemigruppo (eicé un semigruppo completamente archimedeo).
Infatti, se f ¢ lo zere di J*%, si ha J*N B = f (Lemma 6.1) ¢ quindi per ogni
@ e J¥ risulta 2" € G = f per qualche intero positivo n. Se J* & senza zero gli
idempotenti di J* sono tutti primitivi (Lemma 6.1) e J*#, essendo quasi rego-
lare, & un semigruppo completamente archimedeo (cfr. [4],, Teor. 5.2).

Lemma 12.1. In un semigruppo S quasi fortemente regolare le relazioni
& ¥ & & . . £
J,=du, J,=d, (e,¢,f,f €B) implicano J,, = J, ..

s

%
ce'e

Dad; = J., == (Lemmi 9.1 e 8.1) e quindi e¢'ee @,
(Lemma 7.1). In modo analogo si verifica che ff'fe G,. Si puod allora scri-
vere ¢ =x¢'e, f={ff'y(xel,, yed,) e, sen &il minimo intero positivo per
eui (ef)” & regolare, si ha (e¢f)» = (ef)rz(ef)* (z € S).

segue J

e

Vogliamo verificare che

= # ® s . -
(8) e = gy DEr ognl intero p>1 .
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Si ha e'(ef)yrf = e'(ef) f (yzx)e (ef ) ', (ef)r = we'(ef)*f'y. Pertanto

£

. o % E
(6) Jop = Jc'(cf)"f' = Jf'c’(ef)” = Jepnser

¢ pereid la (5) sussiste per p = 1. Supponiamo ora che sia J ;, = :"',f)w(,,b,,)p (p>=1).
Siha (cf)e(f'e’)re J.,; dalla (6) segue f'¢'(efyred,, e, poiehe J,, & un sotto-
semigruppo di S8 (Prop. 11.1), si ha anche (ef)"v(f’e’)f’ﬂ(ef)"eJj_,,; pertanto
T == diyrepiienn = Jppuiingrepas € la (5) ¢ dimostrata. Siano r ed s i
minimi interi positivi per cud (f'¢’) e [(ef}*r(f'e’)] sono regolari; dalla (5) si
deduce S(ef)nS = S[(efy»(f'e'y1*S € S(f'¢’)*S. Allo stesso modo si verifica che

S(f'e'y 8 C S(ef)nS e pertanto J., = Jj,. = Jo,

Consideriamo ora un semigruppo S gquasi complelamente regolare e
sia I la relazione di equivalenza in 8 che ammette come J-classi gli insiemi
T,= {wef:a"e @, per qualche intero positivo », ¢ € H}.

Sussiste il seguente teorema che estende ai semigruppl quasi fortemente
regolari ben note proprieta dei semigruppi completamente regolari.

Teorema 13.1. Per un semigruppo S le seguenti condizioni sono equi-
valenti.

(1) S & quasi fortemente regolare.
(ii) S ¢ quasi regolare e ogni H*-classe contiene wn idempotente.
(ili) S ¢ quasi regolare e ogni *-classe ¢ un i-semigruppo.
(iv) 8 ¢é quasi completamenie regolare ¢ I = H*.
(v) 8 & un semireticolo di semigruppi completamente archimedei.

(i) = (i1). Cfr. [4],, Prop. 7.1.

(ii) = (ii). Siano: § un semigruppo quasi regolave in cul ogni H*-classe
contiene un idempotente; H* una #*-classe di § e l'idempotente di H*; a, b
due elementi di H*; f 'idempotente di H,. Per la Prop. 7.1 di [4],, 8 & quasi
fortemente regolare e quindi — poiché si ha H¥= H,CJ,, H,= HfQJf,
ab ef: (Prop. 11.1) — risulta J, = Jf. Si ha allora

ac =cac@,, ebh="0becl,, (abme=clab)»ed,, (ab)mecd,,

ove m ¢ il minimo intero positivo per cui (ab)™ & regolare. Pertanto, se x ¢ P’in-

verso di e(ab)™ in G,, si ha ¢ = ex(ab)”f = flab)mze, da cui segue ¢ = ¢f = fe,
. 3 * ® . B NN .

¢, poiché J = J,,risulta ¢ = f (Lemma 6.1). Dunque H* é un sottosemigruppo

di S, cioé¢ un ¢-semigruppo (cfr. [4],, Prop. 5.1).

(iii) = (iv). Sia § un semigruppo quasi regolare in cui ogni s£%-classe &
un i-semigruppo. Il semigruppo S, essendo unione di #-gemigruppi, € quasi
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completamente regolare (?) ed & evidente che ogni #*-classe contiene un idem-
potente. Pertanto, se (a, b) € #* esiste e H per cul «,be H, e, poiché H, &
un -semigruppo esistono gli interi positivi m ed = tali che am, b € &, (8). Dunque
(¢, b) 7. Vieceversa, se (a,b)e, si ha a», bre @, C H: (m, n interi positivi,
¢€B), acH,,beH, (f,geB); pertanto, poiché H; ed H' sono sottosemi-
gruppi di 8, si ha anche am EH’:, b er e quindi ¢ = f= g, cio®¢ (@, b) € 3%,
Possiamo dungue concludere che I = #*.

(iv) = (v). 8ia § un semigruppo quasi completamente regolare in cui
J = A% Osserviamo in primo luogo che, poiché ogni sF*-classe contiene un
idempotente, § & quasi fortemente regolare (cfr. [4],, Prop. 7.1) ¢ quindi ogni
F*-classe & un semigruppo completamente archimedeo (Prop. 11.1). Siano
ora cefS e Jf = J;" {a, b € 8); poiché § & quasi fortemente regolare, esistono
gli interi positivi m,n,p tali che
()  ane@,Cd, =J.; be@.Cdh=dJd,, el (e ¢, fek.

Dalla (7) segue J,,=d,,, J,,=J,, (Lemma 10.1), J,, = J,, (Lemma 12.1) ¢
quindi Jg, = J,,. Similmente J,, = J,,. Pertanto la #* & una congruenza e
da cio segue immediatamente che § & un semireticolo di semigruppi completa-

mente archimedei (Prop. 11.1).

{(v) = (i). Sia 8 un semireticolo Y di semigruppi completamente archime-
dei Sx (o € X). Osserviamo in primo luogo che 8, essendo unione di semigruppi
completamente archimedei, ¢ quasi regolare (efr. [4],, Teor. 1.5). Cid posto sia
a un elemento regolare di 8. Come & noto esiste # € § tale che ¢ = axa, » = zaz.
Se a eSx e 3€8p, 81 ha @ = axa € Sapa= Sap, © = wax = Spsp= Sap; dunque
o = aff = . Pertanto a & regolare in 8 e quindi ¢ & completamente regolare
(cfr. [4],, Lemma 1.2) (°).

Osservazione 14.1. Sia § un semigruppo completamente regolare. Dal
Teor. 13.1 e dalla sua dimostrazione segue che S &un semireticolo di semigruppi
regolari completamente archimedei e quindi completamente semplici (efr. [4],,
Teor. 1.7). Si ritrova cosi il seguente ben noto teorema di Clifford:

Se un semigruppo S é unione di gruppi, allore esso é un semireticolo di semi-
gruppt completamente semplict.

(") Ricordiamo che un #-semigruppo & quasi fortemente regolave.

() Ricordiamo che un i-semigruppo & estensione ideale di un gruppo mediante un
nilsemigruppo.

(%) Pilt precisamente, se S, contiene lo zero, §, ¢ un nilsemigruppo ed a coincide
conlo zero di 8. Se §_ & privo di zero siapplica il Teor. 1.5 di [4]; eilLemma 1.2 di [4],.
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Osserviamo inoltre che un semigruppo S quasi completamente regolare ¢
separativo (%) & completamente regolare. Infatti, sia ¢ un elemento di S e suppo-
niamo che il minimo intero » per eui a* & completamente regolare sia maggiore
di 1. Si ha a"e€ @, (¢€ E) e quindi anche a*-2, ¢a"~!= a"~l¢ appartengono
a (,. Pertanto (a"=1)2= g"Yea"1) = (ea"1)? da cul segue a"'= ca"le @,
contro lipotesi che » sia il minimo intero positivo per cui ¢ & completamente
regolare.

2 — Def.1.2. Diremo che un semigruppo S & quasi (fortemenie) inverso
se sono seddisfatte le due seguenti condizioni:
(i) S & quasi (fortemente) regolare,
(ii) ogni elemento regolare di S ammette un unico inverso.

Teorema 2.2. Perun semigruppo S le sequenti condizioni sono equivalenti.
(1) S ¢ quasi fortemente inverso.
(ii) S ¢ quasi regolare ed % = J*.
(iii) 8§ é quasi regolare e debolmente commatativo.
(iv) S ¢ un semireticolo di t-semigruppi.
(v) 8 & unione disgiunia di i-semigruppi ¢ per ogni ¢, fc B esiste un
intero positivo n tale che (ef)» = (fe)r.

Rr Qs QR

(1) = (). Siano: § un semigruppe quasi fortemente inverso, ¢ ¢ b due
elementi di S tali che (a, b) € _#*. Il semigruppo S & quasi fortemente regolare
e quindi si ha e e H, € J,, be H; CJ e fe B (Teor. 13.1). Pertanto J; = J.
Inoltre, poiche S & quasi inverso, esiste un intero positivo n tale che (ef)»
= (fe)»€ B (cfr. [4];, Teor. 4.6 e Oss. 4.7) e si ha e(ef)" =(cf)* flef)* =(ef)"f
= (ef)». Da queste relazioni, osservando che J) = J(tf)nz Jf (Prop. 11.1), si
deduce ¢ = (ef)» = f (Lemma 6.1) e percid (a, b) € 5£*. Pertanto #* C#* da
cul segue immediatamente J7* = #*,

(il) = (iii). Sia S un semigruppo quasi regolare in cul #* = #*, Poiché
ogni #*-classe econtiene almeno un idempotente (Lemma 5.1), anche ogni
J*-classe contiene un idempotente ed § ¢ quasi fortemente regolare (Teor. 13.1).

Dunque per ogni a,be S si ha J:b:J:a (Lemma 8.1), da cul segue
Hy, = H, e quindi esiste un intero positivo % tale che (ab)* < bSa.

[+

(iil) = (iv). Cfr. [4],, Cor. 4.3.

(1% Un semigruppo § si dice separative se le relazioni 22= zy = ¥ (z, y € §) im-
plicano » = y.
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(iv) = (v). Sia S un semireticolo di ¢-semigruppi. Ovviamente S & unione
disgiunta di t-semigruppi; inoltre —essendo S quasiinverso (efr. [4],, Cor. 4.8) —
per ogni coppia di idempotenti ¢, f di S esiste un intero positivo = tale che
(ef)r = (fe)» (efr. [4],, Teor. 4.6).

(v) = (vi). Sia 8 un semigruppo unione disginnta dei ¢-semigruppi Sx (e € Y)
e supponiamo che per ogni e, fe F si abbia (ef)» = (fe)* per qualche intero
positivo #. Il semigruppo S ¢ quasi inverso per il Teor. 4.6 di [4];; per completare
la dimostrazione dobbiamo verificare che S ¢ quasi fortemente regolare. Siano «
un elemento regolare di S e b il suo inverso. Se aeSx, beSs (o, f € X),
¢ =8N H, f= 83N E, csistono gli interi positivi m ed » tali che a» e G4,
b € Gg ove G5 ¢ Gy sono sottogruppi di § aventi per unitd rispettivamente e ed
f (si ricordi che un #-semigruppo & estensione ideale di un gruppo mediante
un nilsemigruppo). Dalle relazioni ea = ae € &, (Lemma d Munn), ¢ = aba
segue ca = (ea)b(ea); dunque beab & l'inverso di ea e percid beab € G,. Pertanto
¢ = eabeal = eab, ¢ = beabea = bea ¢ quindi ¢ = ¢ = (eab)” = (ea)"b" = e¢a"b" f
da cui si deduce ¢ = ¢f. In modo analogo si verifica che f = ¢f ¢ percid ¢ = f
da cui segue Sy= Ss.

Dunque a, b, ab, ba appartengono tutti ad Sy e quindi ab = ¢ = ba. Per-
tanto ¢ € completamente regolare,
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Summary

Inthis paper we keep on the study of quast strongly semigroups begun in previous works.

Defining the equivalence relation F* which, for regular semigroups, becomes the Green’s
relation §, we extend to quasi strongly regular semigroups some properties of complelely
reqular semigroups of inverse semigroups which are union of groups.






