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1 - Introduzione

In questo lavoro si porta qualche contributo alla Meceanica dei fluidi elet-
troconduttori in presenza di effetto Hall, descritti dalle equazioni della ma-
gnetofluidodinamica (MFD) modificate da tale effetto. Seguendo una termino-
logia indicata in [7] indicheremo questi fluidi con la sigla HCF (*).

Gli argomenti specifici trattati nel lavoro sono indicati dai titoli dei pa-
ragrafi.

2 - Le equazioni fondamentali

Nel modello MFD per la costante dielettrica ¢ e per la permeabilitdh ma-
gnetica u si assume sistematicamente il valore del vuoto e quindi, nel sistema
di unitd di misura di Gauss che noi adotteremo,

(2.1) e=1, u=1.

Per conseguenza ¢ D=E ¢ B=H (E campo elettrico, D vettore indu-
zione dielettrica, H campo magnetico, B vettore induzione magnetica). Tut-

(*) Indirizzo: Dipartimento di Ingegneria Aerospaziale, Universita, 56100 Pisa,
Ttaly.
(**) Ricevuto: 26-IV-1983.
(1) Per le equazioni di base descriventi un HCT (v. 2), come pure per un’ampia
bibliografia, efr. per es.[6];, ;.
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tavia, per favorire il passaggio ad altri sistemi di misura, seriveremo, pur adot-
tando le (2.1),

(2.2) D=:E, B=uH.

Come & noto dalla elettrodinamica relativistica, qualora non valessero le
(2.1), le (2.2) in quanto equazioni costitutive, sarebbero valide solo nel riferimento
locale di quiete del fluido (cio& per un osservatore mobile localmente col fiuido).
In virth delle (2.1) perd esse diventano valide anche nel generico sistema iner-
ziale cui riferiremo le equazioni fondamentali descriventi il fluido.

Le equazioni fondamentali sono (?)
(1) Pquazione di continuite di massa

(2.3) dive =0 (v campo di velocita) .

(ii) Equazione di moto.

In assenza di viscositd e nella consueta circostanza MFD di trascurabilita
della forza elettrica g, B rispetto a gquella magnetica J/eAB (o, density di ca-
rica elettrica, J vettore densitd di corrente elettrica, ¢ velocitd della luce nel
vuoto)

, a J
(2.4) o5 =of—gradp + S \B

(o densitd di massa, of forza di massa di origine non elettromagnetica agente
sull'unitd di volume). i '

(ili) Bguazioni di Mazwell.

HEsse, come ¢ ben noto dalla elettrodinamica relativistica, valgono in ogni
sistema inerziale indipendentemente dal fatto che il econduttore sia in quiete
od in moto rispetto al riferimento. Nella consueta circostanza MFD di tra-

(?) Ci si riferisce esplicitamente al caso del fluido incomprimibile, anche se il con-
tenuto di 3, 4, 5 e 8 del presente lavoro sussiste inalterato nel caso del fluido com-
primibile. .
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scurabilitd della corrente di spostamento rispetto a quella di conduzione e
tenuto conto di quanto si ¢ detto a proposito delle (2.2), esse si serivono

- . doope _ 1 B
(2.5) rot B = —=+1J, (2.6) TotE=—= —,
(2.7) divB=0, (2.8)  edivE = 4mp, .

(iv) Dquazione costitutivae per il veitore densita di corrente.

Per un HCF essa si scrive
v
(2.9) J=o(E+~AB—fx JAB),

dove o & la conduttivitd elettrica e fy il coefficiente di Hall.

Eliminandovi J tramite la (2.5), 1’equazione di moto si scrive
dv 1
(2.10) 0 =of—gradp + T (rot B)AB.

Anche E si elimina subito dal numero delle incognite. Infatti, prendendo il
rotore di ambo i membri della (2.5) e tenendo conto di (2.6), (2.7) e (2.9), si
ottiene ’equazione del campo magnetico per un HCEF

(2.11) aa—l: = rot (vAB) + 7, V2B -+ Srot (BArot B) ,
dove
2
(2.12) Vm == :
dpc

& detta «viscositd magnetica » od anche ¢ diffusivita magnetica» e

(2.13) B = c*Puldmu .

Il sistema di equazioni fondamentali descriventi un HOF (incomprimibile,
omogeneo, non viscoso) & dunque costituito dalle (2.3), (2.10) e (2.11) (con
la condizione (2.7)) nelle incognite v, B, p. Noti v e B, J & subito dato dalla
(2.5) ed E dalla {2.9).
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3 - Invarianza rispetto a trasformazioni di Galileo delle equazioni fondamentali

B noto (per una dimostrazione cfr. per es. [6];, n. 8) chele equazionifon-
damentali della MFD sono invarianti rispetto a trasformazioni di Galileo. Tale
circostanza & conseguenza del fatto che in MFD sussistono le (con un apice
si indicano le grandezze relative al sistema locale di guiete)

/ 1
(81) B=B, E=E+ZAB, J=1J, o=0—5vJ.

Ora, tenendo conto che le equazioni fondamentali per un HCF differiscono
da quelle MEFD per il solo termine in f; nella (2.9), e che dalle (3.1); e (3.1),
segue J'AB' = JAB, resta subito accertata invarianza rispetto a trasforma-
zioni di Galileo delle equazioni fondamentali deseriventi nn HOF.

4 - Energia del campo elettromagnetico

Come & ben noto, per un HOF la densita d’energia elettrica ¢Z%/8x & tra-
scurabile rvispetto a quella magnetica B?/8mu, cosicché Venergia elettromagne-
tica che compete ad un volume VT fisso si serive

1
—_— 2
(4.1) &= Sawny av.

Da (4.1) segue usando (2.6)

o0& ¢
(42) 7 = 71

¢ ¢
(A v — [E- .
VIB rot EAT Vfdn (EAB)AV VJ‘ rot B4V

Da (2.9) segue

B
(4.3) E:%-;—.c- Av + feJAB,
e quindi per (2.5)
ot B = YT ATy
(4.4) E-rot B = = -+ o J BAv.
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Introdotto il wettore di Poynting P = (c[4nu)EAB, da (4.2) per (4.4) segue
infine Pequazione dell’energia per il campo eleltromagnetico

(4.5) o _ —[P-nd8—[ tdeV———_[v-(—'[ AB)d4V,
8 v o) 14 4

~

1a cui interpretazione fisica & palese (n normale esterna alla frontiera 8 di V).

Dunque Pequazicne dell’energia per il campo clettromagnetico per un HCOF
coincide con quella della MFD in assenza di effetto Hall (cfr. per quest’ultima
per es. [2], n. 1.4 e [4], n. 5).

5 - Tasso di incremento del flusso magnetico atiraverso una superficie materiale

Se § ¢ una superficie materiale (di normale esterna n) in un generico con-
tinuo in moto con campo di velocitd v(x,?) ed u(x, ) un generico campo vet-
toriale, sussiste come ¢ ben noto (cfr. per es. [1] n. 19, [5] eq. (3.1.2)) la

d o
(5.1) T fu-ndS:f[£+1‘ot(uAv) + v div u]-ndS.
t g s ot
In particolare per il campo magnetico sussiste per un generico continuo la
d oB
(5.2) @SfB-ndS —s_f[ﬁ-}—lot(BAv)]-ndS.
Indiecata con

(5.3) ‘Fm =

o | Sy

1

la forza magnetica per unitd di volume, per un HCF da (5.2) tenuto conto
di (2.11) segue

d
(5.4) o SfB-nd;S’ :va,,, V:B-ndS— 4nyﬁsf rot F,,-nds.

Dalla (5.4) infine, tenuto conto di (2.5) e (2.12), segue la cercata formula per
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il tasso di incremento del flusso magnetico atiraverso une superficie materiale
in un HOF

d ¢
(5.5) a !B'ndsz—"; lng'dP——4nM/39‘iFm-dP,

(I intero contorno di § orientato come nel teorema di Stokes). In particolare
per v, =10

d
(5.6) i JBndS=—dmuf § F,-dP .

La (5.8), fra l’altro, mette chiaramente in evidenza che peor un HCOE non
vale, in generale, il teorema di Alfvén. (Detto teorema per f = 0 si ritrova su-
bito, come naturale, dalla (5.6) stessa). In particolare il teorema continua a
valere per i B generatori di forze magnetiche conservative.

6 =~ Un effetto di congelamento

In questo numero, come nel successivo, assumiamo », = 0. Prendendo il
rotore di ambo i membri della (2.10), nell’ipotesi standard di f conservativa,
indiecando con w = rotwv il vortice, si ottiene la

ow
(6.1) 5 = rob (vAw) — 1

1 . rot (BArot B) .

Sommando alla (2.11) 1a (6.1) moltiplicata per 4mupf e posto
(6.2) B=B+ dmpfow ,

8i ottiene

oB ~
(6.3) = =10t (wAB).

La (6.3) mette in evidenza un effetto di congelamento (3) in un HCF
incomprimibile omogeneo con » = 0 e »,, = 0 per il vettore B (analogo a quello

(%) Basta applicare la (5.1) al vettore B.
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che si ha per B in MED - teorema di Alfvéa). Tale effetto & stato messo in
luce da €. G. Gimblett e D. W. Allan in [3].

Aggiungiamo qui sull’argomento le considerazioni che seguono. Siccome in
assenza di effetto Hall ’evoluzione temporale del campo magnetico ¢ data
dalla (nel caso v, = 0)

oB
(6.4) 5 = rot (vAB),

per la (6.3) appare giustificato chiamare B campo magnetico modificato
in un HCF. o ‘

Avendosi div B = 0 e sussistendo 1a (2.3), 1a (6.3) pud scriversi nella forma
equivalente

(6.5) — = ﬁ-gradv .

La soluzione generale della (6.5) & data dalla formula, analcga a quella di
Qauchy,

(6.6) B=B, Gradx,

dove Eo ¢ il valore di B ad un generico istante assunto come iniziale (t = 0)
e Grad x il gradiente lagrangiano del campo vettoriale x che di la posizione
attuale delle particelle del eontinuno.

Notiamo infine che I'equazione

%—lg =u-gradv,

di solito riferita come equazione di Helmholiz (cir. [8], pag. 152, nota 1 a pié
di pagina) & soddisfatta in assenza di dissipazione per un fluido omogeneo
incomprimibile: (a) non elettroconduttore, nel qual caso u = w, (b) elettro-
conduttore in assenza di effetto Hall, nel qual caso u = B, (¢) elettrocondut-
tore in presenza di effetto Hall, nel qual caso u = B. '

7 - Una interessante formula per il tasso di incremento del campo magnetico
modificato '

Una interessante formula per il tasso di incremento del campo megnetico

20



300 G. MATTEI [8}
modificato B si ottiene usando la classica decomposizione del tensore grad v
(7.1) gradv = D -+ &,

come somma del tensore velocitd di deformazione Dy; = §(v,; + v, ;) e del ten-
sore di spin ;= §(v;; — v, ;): usando (7.1) da (6.5) segue infatti la

Tt

&l&

(7.2) =B-D+ lwAB.

I

8 - L’equazione del potenziale vettore del campo magnetico

L’equazione del campo magnetico (2.11),introdotto il potenziale vettore A
definito dalla

(8.1) B=rot 4,
diventa

0
rot [ —a-‘;—i— — vArot A— frot ANrotrot A—9,,V2A] =0 .

Da questa segue Uequazione del potenziale vettore del campo magnetico per
un HOF

(8.2) %‘;—1 = vArot A—gradp + frot AArotrot A + v, V24

(p funzione arbitraria della posizione e del tempo).

9 - Una osservazione

In statice le equazioni fondamentali per un HCF incomprimibile omogeneo
si scerivono

(9.1) gradp =g grad U+ F,,
°B )
(9.2) 7 = V:B—dmufrot F,,

con la condizione (2.7).
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Da (9.1) si ha F,, = grad @, con @ = p — oU. Ne segue che ogni solu-

zione della magnetoidrostatica in assenza di effetto Hall (in particolare ogni
soluzione force-free, cioé a F,, = 0) lo & anche per un HCF incomprimibile
omogeneo.
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Summary

In this paper some contributions are given to the theory of the electrically conducting

fluids described by the magnetofluid-dynamic equations in the presence of the Hall current.
The specific subjects treated in the paper are indicated by the litles of the sections.
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