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MARINA CORVAJTA (¥)

Analisi delle equazioni costitutive

di materiali eletiromagnetici con memoria (*¥)

1 - Introduzione

La teoria termodinamica di materiali con memoria & stata esaurientemente
trattata da molti autori, tra i quali Gurtin e Pipkin [4], Coleman e Dill [2], ,,
e McCarthy [5],,. In particolare Gurtin e Pipkin considerano funzionali dipen-
denti dalle storie «sommate » della temperatura, ottenendo velocitd di propa-
gazione finita per Ponda termica. I lavori di Coleman e Dill forniscono invece
un’interpretazione della IT legge della termodinamica nel caso di campi elettro-
magnetici in materiali con memoria. L’analisi di McCarthy concerne poi ma-
teriali rigidi con conduzione termica ed elettrica: le equazioni costitutive sono
espresse da funzionali delle storie del campo elettrico, del campo di induzione
magnetica, della temperatura e funzioni del valore attuale del gradiente di
temperatura. L’autore determina quindi le restrizioni poste dalla II legge della
termodinamica su tali equazioni.

In analogia con I'analisi di McCarthy, si vogliono esaminare le conseguenze
della disuguaglianza di Clausius-Duhem su equazioni costitutive di materiali
rigidi con memoria, in presenza di un campo elettromagnetico, nel caso in cui
tali equazioni dipendano non solo dalle storie, ma anche dal valore attuale
delle variabili indipendenti. Si trovano delle restrizioni sui funzionali costitu-
tivi analoghe a quelle trovate da McCarthy, seguendo un procedimento pilt
semplice, in quanto evita di introdurre il concetto di storia-differenza delle
variabili indipendenti. La convenienza di tale metodo risulta giustificata anche
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in base a considerazioni fisiche: infatti adottando una dipendenza analoga,
A. Morro [6] ha derivato velocita finita di propagaszione della temperatura in
materiali rigidi.

2 « Funzionali costitutivi

Un processo termodinamico in un corpo rigide, in quiete, che occupa una
regione Z dello spazio euclideo, & deseritto da 12 funzioni del punto x = x(X, 1)
e del tempo ¢: il campo elettrico E=E(x, t), lo spostamento elettrico D=D(«, t),
il campo magnetico H = H(xa, t), il campo di induzione magnetica B = B(x, t),
la densita di corrente clettrica J=J(x, 1), la densita di carica elettrica Q=0Q(x, 1),
Penergia specifica interna &=&(x,t) per unitd di volume, 'entropia specifica
7 = n(x,?) per unitd di volume, la temperatura 6 = 0(x,t) > 0, il flusso di
calore g = q(x, 1), il flusso di entropia @ = P(x, ?), il calore 7 = r(x, ), assor-
bito dall’esterno, per unitd di volume.

Queste 12 funzioni costituiscono un processo termodinamico se e solo se
sono compatibili con le equazioni di Maxwell e con la legge di bilancio del-
Penergia.

Se si indica con @ e r/0 rispettivamente il flusso ¢ la produzione di en-
tropia, la disuguaglianza di Clausius-Duhem afferma che in ogni processo
ammissibile su %

. r .
(2.1) p(x, 1) =9 —3 + dive® =0,

ossia la produzione di entropia » deve essere non negativa Yax € #Z. Utilizzando
la legge di bilancio delPenergia, introducendo una nuova energia specifica in-
terna & = 6 — E-D, dopo aver definito Penergia specifica libera 3 = & — 0y
e un vettore k che generalizza il flusso di entropia ® = q|0 -+ k (%), la disu-
guaglianza (2.1) assume la forma seguente

(2.2) 0y=—y’)—~n(§——D-E+H-B—|—Gdivk—i—J-E——%q-(),¢>0.

Essendo @ ed # determinate rispettivamente dall’equazione di Maxwell
divD = @ e dalla legge di bilancio dell’energia, si suppone che il materiale
sia tale che in ogni punto » = x(X,t) ed in ogni istante f, ’energia specifica

(1) Si vuole infatti supporre una pilt generale equazione costitutiva per il flusso di
entropia, in conformitd con il metodo di I. Miiller [7].
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libera per unitd di volume w(x,1), Pentropia specifica per unita di volume
n(x, 1), lo spostamento elettrico D(x,1), il campo magnetico H(x,t), la densitd
di corrente elettrica J(x, 1), il flusso di calore g(x,?) ed il vettore E(x,t) siano
funzionali della storia E!(x, -) del campo elettrico, della storia Bix, -) del
campo di induzione magnetica, della storia 0Yx, -) della temperatura e fun-
zioni del valore attuale delle stesse variabili, olire a quello del gradiente di
temperatura 86(x, t1)/0x (2). T pertanto siano funzionali del tipo

G = G{Hix,-), Bl.(x,), 04x,"); H.(x,1), By(x,1), 0(x,1),0 (x, )},

dove ¥ rappresenta i funzionali di energia libera &, di entropia specifica &,
di spostamento elettrico Z,;, di campo magnetico 5#;, di densitd di corrente
elettrica _#;, di flusso di calore 2, ¢ del vettore k: ..

B conveniente adottare la notazione pin compatta usata da McCarthy,
ponendo

{A“}:(EHBJ':O); {H“}: (— D, Hyy —1)

dove 4,, u=1,..., 7, indica la terna ordinata (8, T;, 4) e dove §; appartiene
allo spazio tridimensionale dei vettori polari ¥ ,,, T; allo spazio tridimensio-
(r)’ i
nale dei vettori assiali ¥, , ¢ 1 & uno secalare. Lie equazioni costitutive si pos-
{a)
sono pertanto scrivere cosi

(2.3), plx, 1) = F{Ai(x, -); A, 1), Ay, 1) I},
(2.3), D2, 1) = Caf{dlx, -); Ay(x, 1), Aop(x,8) Lo}
(2.3)s Jix, 1) = J{dL(w, -); A, 1), Ay, ) I}
(2.3)4 gi(x, 1) = 2{AL(x, -); Ap(, 1), Ay il 1) 1y},
(2.3)s K(w,t) = o {Ai(x, -); Ap(x, 1), Ay, 8) I}

Sia h(s) una funzione di s positiva, monotona, decrescente, continua definita
su [0, oo) e tale che lim s2*h(s)=0 per qualche > 0 piccolo; sia poi Ii(s),

s>

s €[0, co), un vettore di ¥, tale che la sua h-norma |Ik],=Y T () [2h2(s) ds
esista finita, dove « || » & 1a norma naturale in .

() Tale formulazione dei funzionali costitutivi risulta pienamente in accordo con
le relazioni costitutive della teoria elettromagnetica sviluppata da altri autori (efr. [2];,

(31, (5, (8))-
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Si suppone ora che i funzionali costitutivi sopra elencati siano derivabili
secondo Fréchet rispetto alle storie 4! nel senso della |5, ossia

g{flé + Ha; flﬁ, /Ly’kI'y}
= DA Ap, AyuIs} + 5+ G{AL; A, AyuTy | 115}
+ 307 G{AL; A, Ay Xy (s, I} + O(|ILa]3)
per ogni A%, II. appartenenti allo spazio di Hilbert S;, costituito dall’insieme
dei [n per cui ’h-norma esista finita.

Si fa poi I'ipotesi ulteriore che il differenziale di Fréchet 0*@{~} sia una
funzione continua dei suoi argomenti e sia lineare in I7;.

Inoltre si suppone che ¥ ammetta derivate parziali, ossia che VA € 8, sia
continuo e due volte differenziabile in Aﬁ e Ay,r.173 quindi per ogni .Qﬁ e per
ogni u, si abbia

g{Aii Ap+ Qp, AV,kI‘V}
= g{A:‘; Aﬁ, /1y,kI}r} *{— 8:;6 g{/lfx; Aﬂ, Ay’kIy}Qd

+ %ajuajag{/ifd Ag, AV,I:Iv}Qd-Qu + O(HQVH)z) ’

g{A‘tx; Aﬁ, A'y,kI'y + ’L&k}
*
= G{dt; Ay Ayply} + Ths,ers 9{AL; Asy AypIypu,
-+ %iafl;z,;m is,i 16 {9{/15‘; Apg, A?’,I:I‘V}uiui + O( !“klz) y
. . . 1 % % . . s s
in cui le derivate s, 94,0050 Qg iz Ortp s 1uluts,i o SORO CONtINUE in tutti i loro

argomenti. A questo punto si possono ecalecolare le derivate dei funzionali di
energia libera e di flusso di entropia

(2.4) P = 8 Fl~| At} + 0, F{~) Ao + Olg s 16 F i~ A Tue
(2-5) I‘Ci,i = 5*%f{NlAi,i} + afmfi{"’}/la,i 'lr afxa,ua%i{“‘}/la,ﬁIa .

3 - Conseguenze della disuguaglianza di Clausius-Duhem

Introdotti i funzionali (2.3) e le espressioni appena trovate (2.4), (2.5),
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per 9 e k;; nella disuguaglianza (2.2), essa diviene
L3 s
Oy = [Ful} — T T} da— * F {~ | AL}

L

+ 6[0%, o {~} 5

Aa

QiI{x]Aa,i + 05‘%‘%‘t{N ]‘/1;:5}

] H Py
— 5/15,11(557{"’}/106,:'10: + 005,515 {~} Aoyisla 4 F B >0 .
Quest’ultima dev’essere verificata da un certo insieme dei funzionali (2.3), tali

da soddisfare contemporaneamente le seguenti equazioni di Maxwell

(3-1) gijkEk,J‘ = B:ﬁ y Bi ;=0 ’ giika,i = D:‘ + Jz’ .

s

Allora
(3.2) Oy =—{D;+ 3% F} B+ {H,— &, F} B, — {n + 8 F}0

— 83, F{~| B} — 83, F{~| B} — 6, F{~ 0%
1

0038, By 03, B+ O 0, — o

2.0}
4 005, {~|BL} + 005, {~|B:}

=+ 063'7[1'{’\’10fi} - ag,; 56'6"]. -+ 06;,,%1'0,{]'

A I A (G oy — D, — 7)) >0,

dove I, & un moltiplicatore di Lagrange incognito (per la determinazione di
quest’ultimo si veda [5],). Dalla (3.1) segue poi B, , = By o + 18, B, e allora
risulta

(3'3) aj;;‘%iE!,i = a;(;y[j)E(i,i) + '}Zgjim a;[;%i]Bm 3
)34) ls gsmﬂq,p == Zm é’mmqa;‘tﬂaE(i,ﬁ) + Zm (”@7)1pqa§,ﬂq"12 @@iprBr .

Si pud utilizzare ora il seguente

Lemma. Sie fi(-) unae qualunque storia differenziabile tale che f(-) ed
fi(-) appartengano ad S,. Allora, assegnato un qualunque ¢ > 0, esiste una storia

FU) ehiusa ad fo(-), nel senso che f(8), f1(-) ¢la sua derivata f‘(-) abbiano
le proprietd f(1) = f(t), [F{)—F()<e [F4)—f()|< & ma per la quale
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\

f(t) sia arbitraria, cioé f(t) = u, dove u ¢ un elemento qualungue apparienente
allo spazio veale oppure a quello dei vettors.

Si omette la dimostrazione, perché analoga a quella data da Coleman
([1], pag. 17).

La (3.2) deve essere pertanto verificata da valori arbitrari di H,, By, 6, 9,5
e quindi si deducono le seguenti relazioni, mediante le (3.3), (3.4):

(3.5) Dy=—05,7F—1,03D,,
Hi=05F + 1,05 D, -+ £ &, (005, 11 + U Ernre 05, Hy)
n=—0,F—1,0,D,, 0,F+1%, D=0,
mentre la disuguaglianza si riduce a
Oy = — 03, Flalll) — 05, F e | B} — 83 7] 09

+ 005, 5 B, + 005,208, + 00;4,0,;
1
0

+ 953‘9”’“ lefi} + 08*5” A0+ I B,

‘Qio,i + Oézj%i{NlE;,i} + 05;,%1'{"’}B;,i}

+ lm é)m'rq azsﬂqE(s,r) - lsf5>0 .

Considerando quindi relazioni costitutive rappresentate da funzionali di-
pendenti anche dal valore attuale delle variabili indipendenti ed imponendo
che risulti verificata la disuguaglianza di Clausius-Duhem, si oftengono delle
restrizioni su tali funzionali in cui compaiono le derivate rispetto al valore at-
tuale delle variabili indipendenti, ossia ad esempio 9, 9{E¢, B, , 0%; B,, B,,0,0}.

Secondo MecCarthy, invece, si segue un procedimento in cui i funzionali
costitutivi non dipendano dal valore attuale del campo elettrico, del campo
di induzione magnetica e della temperatura, ossia che siano della forma

@ = GE, B, 04 0,} = 9B, By, 055 B,, B,, 0,0} .

m?
In tal modo si ottengono delle relazioni analoghe per lo spostamento elet-
trico, entropia specifica, ed il campo magnetico in cui & presente perd
DG = 0,9—V,9.
Ma la definizione della storia-differenza fi(s) e quella del funzionale V, & [5];,
portano a concludere che D, ¥ risulta coincidente con la derivata 8;%, fatta
rispetto al valore attuale della variabile indipendente.
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Summary

The constitutive equations of electromagnetic material with memory are supposed to

be expressed by functionals depending on the histories and on the present value of the
indipendent variables. The restrictions which the Clausius-Duhem inequality places on
these equations are the same of those deduced by McCarthy using a different approach.
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