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MARZIANO D0zZ10 o MARIO PEDRAZZOLI (*)

Spazi totalmente coerenti di operatori (**)

1 - Definizione di totale coerenza; suo significato nella teoria dei circuiti
Indichiamo con X uno spazio vettoriale e con ¥ un sottospazio di End X.

Def. Sidira che ¥ ¢ uno spazio totalmente coerente di operatori di X se-sono
soddisfatte le seguenti proprieta:

(A) Esiste un’applicazione surgettiva appartenente a W.
(B) Data comunque una matrice H e If ((» + 1) x»; ¥), Papplicazione
lyr X7 — X1, x — Hx non & surgettiva.

Nel seguito del paragrafo esamineremo il significato della nozione di
totale coerenza, motivandone Iintreduzione per la sua importanza nella
teoria dei cireuiti.

In un circuito elettrico, la struttura geometrica descritta dal grafo soggia-
cente ha il ruolo di mantenere in relazione di dipendenza lineare opportuna i
valori delle tensioni sui rami e analogamente i valori delle correnti, in modo
tale che gli spazi vettoriali delle tensioni e delle correnti verifichino il teorema
di Tellegen.

In [4], viene descritto un contesto geometrico ed algebrico nel quale tale
teorema risulta formalizzabile al livello di generalitd richiesto dalla diversitd
delle situazioni che da esso dipendono. I1 procedimento seguito consiste nel-
Passociare a ciascun grafo @, i cui rami 01y -.oy 0n SONO dotati di un orienta-
mento, lo spazio vettoriale. delle applicazioni dell’insieme dei swoi rami orien-
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tati in R; nell’individuare in tale spazio, isomorfo ad R#, due sottospazi vet-
toriali, Puno V costituito dalle v= (v, ..., v,)* € R che, interpretando v, come
tensione su p,, verificano il prineipio di Kirchhoff relativo alle maglie di G,
Paltro I costituito dalle i = (4, ..., 4,)T € R® che, interpretando 4, come cor-
rente su pz, verificano il principio di Kirchhoff relativo ai nodi di G; nel di-
mostrare infine che V e I risultano I'uno Portogonale dell’altro nello spazio
Euclideo R» (teorema di Tellegen).

Tenuto conto di cid, in [4], la nozione di grafo viene generalizzata (per
quanto concerne le applicazioni ai circuiti elettrici) con la nozione di grafo
algebrico (o metacircuito) come terna G = ({o1, «.s 0n}; Vo I) ove {01, ey 0uf
& un insieme finito con 7 elementi e ¥, I sono sottospazi, I'uno Vortogonale
dellaltro dello spazio Buclideo R*: g, ..., g, vengono detti rami di &, e V, I
spazi rispettivamente delle tensioni e delle correnti costanti. Per ciascun grafo
algebrico vengono descritte strutture che lo realizzano circuitalmente.

Inoltre in [4],, per un grafo algebrico & = ({01, .-, 0a}; V, I) viene intro-
dotta la nozione di tensioni canoniche 8, ..., 0, e correnti canoniche vy, ..., Y»
come proiezioni su V,I rispettivamente degli elementi della base canonica
di R». Le nozioni di fascio (cut-set), maglia, albero, coalbero vengono quindi
caratterizzate in termini di tensioni e correnti canoniche.

Sempre in 4], viene introdotta la nozione di grafo algebrico di tipo geo-
metrico: si tratta di grafi algebrici che, per le loro affinitd ai grafi, appaiono
particolarmente significativi in quanto ogni loro realizzazione canonica utilizza
solo trasformatori banali, ossia di coefficienti a valori in {—1,0,1}: in tali
grafi algebrici, comungue essi vengano canonicamente realizzati, il ruolo svolto
dai trasformatori in eiascuna realizzazione non & mai quello di fornire coeffi-
cienti generici nelle relazioni di dipendenza lineare, bensi ¢ solo quello di con-
sentire la realizzazione di fasei e di maglie algebricamente compatibili, ma
geometricamente incompatibili.

In [2] vengono fornite due caratterizzazioni dei grafi algebrici di tipo geo-
metrico: una prima caratterizzazione & data in termini di esistenza di oppor-
tune tensioni di fascio e correnti di maglia; una seconda caratterizzazione ¢
data in termini della struttura delle ridotte modulo 2 delle tensioni e delle
correnti del grafo a valori in {—1,0,1}. I'importanza di tali caratterizzazioni
consiste nel ridurre ad un numero finito le verifiche da effettuare per control-
lare la geometricitd di un grafo algebrico.

In [3] viene introdotta la nozione di vincolo lineare in un grafo algebrico
@ = ({01, ---s 0u}; V, I) come coppia (X, g) con X € R, g R. Viene mostrato
come tale nozione consenta di trattare le relazioni lineari tra i valori delle
~tensioni e delle correnti costanti nei singoli rami di ¢ e come l'uso delle 8, ya
consenta di pervenire a loro rappresentazioni canoniche; viene quindi fornita
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la caratterizzazione delle tensioni e delle correnti canoniche in termini di vin-
coli lineari.

Se X & uno spazio vettoriale (in particolare uno spazio di funzioni dipen-
denti dal tempo), in [6] viene introdotto 'insieme Vy (risp.: Iy) delle (4, ...,
z,)7e X" tali che per ogni (i, ...,4)7€l (visp.: (vy,...,v,)7€ V) risulta
n %

S tama =0 (visp.: yavax,=0). Ovviamente, qualora X sia uno spazio di
1 1
funzioni dipendenti dal tempo, Vy ¢ 'insieme delle (@, ..., «,)7" tali che, per

ogni istante %, (2(1), ..., x,(t))7 € V. Analoga interpretazione per Ix.
Inoltre, dato un sottospazio ¥ di End X, viene introdotta la nozione di
Y.vincolo lineare in &, quale eoppia (w,y), ove v &€ Hom (V@ Iz, X) & tale

che eSiStONO ry .vey Puy Zay vy 2za € ¥ tali che Plw,v) = 3, pa(ws) + 2u xulvw);
1 1

una coppia (w,v) € Vy@ Iy verifica (v, y) se p(w,v) = ¥.

Sempre in [6], vengono introdotte nozioni di indipendenza per una famiglia
di P-vineoli lineari in @, {(1, %), .., (¥s, ¥s)}, 1a pilt forte delle quali, qui rife-
rita come totale indipendenza, consiste nel considerare (¥i, #1); -+, (¥s, ¥,) indi-
pendenti qualora, per ogni z, ..., &, € X, sia risolvibile il sistema

P(w, V) =24, ..., Y (w,V) =2, .

Qualora i vineoli (W, ¥1), ---s (¥e, ¥,) DO siano indipendenti (in particolare
totalmente indipendenti), si pone il problema di appurare se tale singolaritd:

(i) dipenda dai particolari parametri che definiscono vy, ..., ¥,

(ii) sia indipendente dai particolari parametri che definiscono v, ..., ¥,
mentre dipenda dalla geometria di %, ..., %, ovvero dagli insiemi dei rami
A;, M; le eui tensioni e correnti rispettivamente siano interessate da ;.

Infine in [6] viene fornita la caratterizzazione geometrica dei sistemi la cui
singolaritd & del tipo (ii), sotto opportune ipotesi su X e ¥, e viene provato
che tali ipotesi sono anche necessarie a tale caratterizzazione.

Nel caso della totale indipendenza il legame tra X e ¥ sotto il quale sus-
siste la caratterizzazione suddetta & che ¥ sia uno spazio totalmente coerente
di operatori di X.

Scopo del presente lavoro & quello di individuare esempi particolarmente
significativi di spazi totalmente coerenti di operatori; riteniamo perd opportuno
verificare con esempi che non tutti gli spazi di operatori sono totalmente
coerenti. ‘
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2 - Esempi di spazi non totalmente coerenti di operatori

Si osservi innanzitutto che, se lo spazio X ha dimensione finita, condizione
necessaria e sufficiente affinché un sottospazio ¥ di End X sia totalmente
coerente ¢ che W possieda un automorfismo di X.

Se dim X == co, End X non & totalmente coerente, essendo, per ogni » € NN,
X isomorfo ad X»t1i,

Se X & uno spazio di Hilbert separabile, lo spazio vettoriale degli opera-
tori limitati di X non & totalmente coerente. Infatti, sia X =12 e sia He
M(2x1; End1?) tale che H = (ky, k)%, ove ki({w,})={@m}, ko({@.})= {@m}.
Llapplicazione ly: 12 — (12)%; {w.} — H{w,} & surgettiva: infatti, soluzione del
sistema H{z,} = ({va}, {w.})T & la successione {z,} definita da z,= v, per
n=2h-—1 e a,=1w, per n = 25h.

~ 3 - Operatori compatti e totale coerenza

Qui X & uno spazio di Banach e K(X) & lo spazio vettoriale degli operatori
compatti di X in sé.

1 — Osservazione. Se ke K(X) ¢ Im k ¢ chiusa, allora dim Im k<< oo
(cfr. [7]).
2 — Lemma. Siano ki, ..., k, € K(X); allora k X... Xk, € K(X7).

Dim. Siano 8,7 le palle unitarie rispettivamente in X' e X7; essendo
Z c 87 81 ha (ky X.oo XENZ) C (g Xooo X E} (87) = Ey(8) Xt XEa(8) = Ky (S) X...
X k,(8); dalla compattezza di %;(S) je{l,..., n}, segue Lasserto.

3 — Lemma. S8ia (ky, ..., k)7 € (K(X)); Vapplicazione X» — X; (x4, ..
)T > k(@) 4 ..o - ko{o,) € compatta.

°?

Dim. I’asserto segue da 2, tenuto conto del fatto che 'addizione in X
¢ continua.

4 — Teorema. Se dim X = oo, H(X) soddisfa la proprieta (B).
Dim. I’asserto segue da 1, tenuto conto di 3.

5 — Corollario. K(X) é totalmente coerente se ¢ solo se X ha dimensione
finita.

Sia heEnd X e sia 7 un sottospazio vettoriale di K(X).

6 — Teorema., Se dim X = co, Rh -+ T soddisfa la proprietd (B).
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Dim. Sia H =Ah -+ K ove Ae M{(» + 1) x»; R), K& M((» + 1) Xv; T).
Essendo le v 4 1 righe di A elementi di R, esiste una loro combinazione lineare
nulla a coefficienti reali ¢, ..., ¢,4, non tutti nulli. Moltiplicando a sinistra H
per (¢, ..., 6y,), si ottiene una riga ad elementi in 7'; Passerto segue dalla
applicazione di 4 a tale riga, tenuto conto del fatto che (¢, ..., ¢ryy)x, per ogni
x e X, descrive tutto X,

7 — Corollario. Sedim X = co ¢ h ¢ surgettiva (in particolare se h = 1y),
Rh -~ T ¢ totalmente coerente.

Esempio. Sia L*([a,b]) = X e ne sia ¢ Papplicazione identica. Si con-
sideri il sottospazio vettoriale § di K(X) costituito dagli operatori di Hilbert-
Schmidt; R¢ - § & totalmente coerente.

4 - Totale coerenza di spazi di operatori integro-differenziali

Sia J == [a, b], e sia Z lo spazio vettoriale degli operatori con nucleo del tipo
p: O®(J) — C°(J) definiti da pu(z) = fN x, y)ul{y) dy, ove il nucleo N e C°(J XJ).

Y

8 — Proposizione. Sia peZ; p non ¢ surgettivo.

Dim. Sia peZ e ne sia N il nucleo. Posto «, = sup [(8/owyN(z,¥)]|,
(z,¥)€IXJS

sia {B,} una successione reale divergente, tale che «, < f,, per ogni » € NN;
poiché & (d/dz) (pu)(z) = f ((2/om)r N(z, y))u(y)dy, si ha che |(d/dz)(pu)(@)]|
=B j]ug/ |dy, da cui sup| d/da) (pw)(2) | B, [ u(y) |dy.

J

zEJS
Se {y.} & una successione reale a termini positivi, infinita ‘di ordine supe-

riore a {f,}, certamente esiste (efr. [5]) w e C=(J) tale che y, = sup|(d/dz)w|;
allora non esiste alcuna w & 0°(J) tale che pu = w. S

9 — Lemma. Data comunque una matrice H € M(1 Xv; Z), Vapplicazione
Lz (C°(J) ) — C2(J); w > Hu non & surgetiiva.

Dim. 8ia (py, ..., p»)T € Z7; per ogni (4, ..., )T € (C2(J))” si ha ¢ = sup

v » xEJS

[(dfda) (. (pou) @) | < D, sup |(d/da) (p,u:){(x)], e, procedendo in modo ana-
1 1

logo a quello di 8, 0 < 2,- B[ |ui(z)|dw, ove {f1}, ..., {Bs-} sONO Opportune sue-
1 J

cessioni reali positivamente divergenti. Posto u, = max {/3,,, i=1,..,% ¢
h = max {[|u.@)|de, i=1, ..., v}, si ha che sup|(d/dx) (z P (@) | pevh; si
J «€&J

¢ cosi ricondotti al caso trattato in 8; segue la non sulgettlwta di Iy.
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Sia D la derivazione in C%(J).
.10 — Teorema. Lo spazio vettoriale R[D] 4+ Z ¢é totalmente coerente.

Dim. Ilapplicazione ly: (0=(J)) — (C=(J))+'; u — Hu si esprime nella
forma 1, == 1, + lg, ove Q € M((v + 1) X»; R[D]), K e M((»+ 1)X»; Z).

Bssendo le ¥ 4 1 righe di § elementi di (R[D})?, esiste una loro combina-
zione lineare nulla a ceefficienti 7y, ..., 731, appartenenti a R[D] non tutti nulh.
Moltiplicando a sinistra H per (ry, ..., 7w), 81 ottiene una riga ad elementi
in Z. La non surgettivitd di 1; segue dall’applicazione di 9 a tale riga, tenuto
conto del fatto che (1, ..., 7v4,) @, per ogni a € (C=(J) )+, descrive tutto 0%(J);
poiché R{D] & dotato di identitd, segue la tesi.
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Summary

The notion of totally coherent space of operators has been recenily revealed significant
in eircuit theory. In this paper totally coherent spaces of operalors, arising in natural way
in ofrcuit theory, are specified. .
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