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E1ENA GRASSINI (%)

Su un problema non lineare dell’idrodinamica (*¥)

1 - Sia Q un insieme aperto, limitato e connesso dello spazio euclideo ad
m dimensioni & = {,, ..., #,}, m>3, e sia I la sua frontiera; sia inoltre £
dotato della proprietd di cono. Indichiamo con v la normale a I" diretta verso
Pesterno e con v un qualsiasi versore tangente a [

Detto p il coefficiente di viscositd, u(z,t) = {u,(z,1), ..., Un{2, 1)} la velo-
citd, p(w, ) la pressione, f(m, 1) = {fi(z, 1), ..., falz, £}} la forza di massa, le
equazioni di Navier-Stokes che governano il moto del fluido, supposto incom-
primibile e di densitd unitaria, sono

o0u; mo Quy | Op
o — ; s = f; i=1,2,...
= 1A, »}—k:zl %, 20, T 7, 1; (j=1,2,...,m)
(1.1)
m 04,
o,
k=1 awk

che possono essere scritte anche, in forma vettoriale

2
5?—— pAuw 4+ (u-grad)u + gradp = f
(1.2)

dive=0.

(*) Indirizzo: Dipartimento di Matematica, Politecnico, P.za Leonardo da Vinei 32,
20133 Milano, Italy.
- (**) Lavoro eseguito nell’ambito del Progetto M.P.I. 609: « Problemi di evolu-
zione ¢ problemi mal posti della Fisica Matematica ». — Ricevuto: 14-II-1983.
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Consideriamo il moto di un fluido viscoso, incomprimibile, in un tubo e¢ilin-
drico con parcte permeabile e circondato dallo stesso fluido; si ha allora un
flusso attraverso la pavete, con wveloeitd, diretta perpendicolarmente alla pa-
rete, che sperimentalmente si ricava essere proporzionale alla radice guadrata
del salto di pressione.

Dette I, e I’y le sezioni iniziale e finale del tubo, [} la parete, associamo
al sistema (1.2) la seguente condizione iniziale

(1.3) u(z,0) = =(x) VYoel

e le condizioni al contorno

(1.4)  oyw,t) = p(@,1) + §lulz,)]* (wely; 0<t<T;i=1,2),
(1.3)  pla,t) = O(x, 1) |ulz, 1) | u(@, t) xv  (wely; 0<t<T),
(1.6)  ul@,f)XT=0 @wel'=TIul,uly,

dove le o, (z,t) sono funzioni date e O(xz, ) ¢ il coefficiente di permeabilita,
O(m, 1) > 0.

Si interpretano le condizioni al contorno nel modo seguente: la (1.4) asse-
gna Penergia del fluido sulle sezioni iniziale e finale del tubo; la (1.5) esprime
analiticamente la legge idraulica sperimentaie, che regola il flusso attraverso
la parete I, posto che la pressione esterna sia 0; la (1.6) impone alla velocita
di essere ortogonale alla frontiera [

Analogo problema ¢ stato trattato in [4] ,,, dove si dimostra un teorema
di esistenza e unicitd in piccolo per m = 2 e in [5], dove si dimostra un teo-
rema di esistenza e uniecita in grande, sempre per m = 2.

Osserviamo che, non essendo le equazioni di Navier-Stokes relativistiche,
la lovo validita ¢ soggetta alla condizione che Ia velocita del fluido non si av-
vicini alla velocitd ¢ della luce. Si pud pensare allora di fissare in modo op-
portuno M << ¢ e ammetitere che le soluzioni delle equazioni di Navier-Stokes
rappresentino il moto del fluido in un certo intervallo di tempo, finché la velo-
cith w(w,?) si mantenga limitata.

11 problema: trovare le soluzioni u del sistema (1.2) nel cilindro @ = 2 x [0, T,
lu|< M, con le condizioni (1.3), (1.4), (1.5), (1.6) pud allora essere riformulato
nel modo seguente: trovare w che soddisfi le condizioni (1.3), (1.4), (1.5), (1.6)

¢ inoltre
H

J(w' () — wdu(n) + (u(n) -grad) u(y)

(1.7) ’ =+ grad p(n) — f(n), w(n) — @(n)),:dn<0
dive =0 (Y),

(*) Nella (1.7) si & posto u() = {ulz, 1), ze€Q}; w(t)= {oulx,{)/o, zeQ};
du(t) = {dulz, t); » € Q}; f1) = {f(z, 1), © € Q}; p(t) = {p&, 1), ® & 2}.
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tmponendo alla u ¢ alle tost-functions ¢ di appariencre ad un opportuno con-
vesso (2).

Dimostreremo in questo lavoro un teorema di esistenza e unicitd in grande,
valido per m qualsiasi, della soluzione del sistema (1.7) con le condizioni (1.3),
(1.4), (1.5), (1.6), generalizzando quanto dimostrato in [4];; per il problema
di Dirichlet omogeneo.

2 — Diamo ora una formulazione precisa del problema in questione ¢ la
relativa definizione di soluzione. Allo scopo introduciamo aleune notazioni

N ={ve0=(Q); dive=0;vXxT =0 su ['};
N° = chiusura di A in L¥Q), (u,v)y = (¥, V)pg = [ ﬁ w;0; A2 ;
2 =1

Ne= chiusura di 4" in HY(Q) (s>0), (u, v)y:= (4, V)guey;
E={velN |v|<M q.o.in 2}; K risulta convesso e chiuso in N¢;
(N3) = duale di N*, con (N = NO;

b(u, v, w) = ((u-grad) v, w)yo;

{u, vy = dualitd tra (N1) ¢ Nt

Osserviamo che N°c L*(£2), N'c HY£) e che I'immersione di N! in N° &
compatta.

Def. 1. v() ¢ soluzione debole in [0, T] del sistema (1.7) relativa al con-
vesso IC, soddisfacente le condizioni (1.3), (1.4), (1.5), (1.8) se

(a) v(t) eL=(0, T; N°) N L*0, T; K NN,

(b) »(?) soddisfa q.o. in [0,7] la disequazione

(2.1) o) — @@ 3— 3z — @(0)]3 + 0ft{(‘ip', V— @)y + (v, v— )y

+ b, v, v— @)= (fiv— @) + 3 [ (o] )w— @) xvar

=1 I

+ [é]v][(vxv)(v— ) xvadl3}dy<0
Iy

Yo(t) e L0, T'; K AN con «'(f) e L0, T; N9).

(2) Per la verifica dell’equivalenza di tali formulazioni ¢ per una discussione pitt
approfondita del significato fisico dell’introduzione delle disequazioni, si veda ad esem-
pio [4]y5-
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Notiamo che la (2.1) & ottenuta dalle (1.7), applicando la formula di Green,
tenendo presenti le eondizioni (1.4), (1.5) e osservando che, come si pud veri-
ficare, per la (1.6) ¢ la seconda delle (1.7), risulta | ux (Onfov)dl = 0.

r

3 — Dimostriamo il seguente teorems di esistenza e nnicitd in grande.

Teorema. Hsiste in tuito [0, T] una ¢ una sola soluzione (nel senso preci-
sato nella Def. 1) del sistema (1.7), soddisfacente la condizione iniziale (1.3) ¢ l¢
condizioni al contorno (1.4), (1.5), (1.8), nelle sequenti ipotesi

(@) f@)eLo, T; ),

(IT) o,(t) e L2(0, T; L)) (i=1,2),

(IIT) o(t) e L=(0, T; I=(Iy)), O(z,0)>0 (wely, tel0, T]),
(IV) meNo.

Dim. Dovremo dimostrare anzitutto che esiste almeno una funzione »(t)
che soddisfa le condizioni (a) e (b) della Def. 1.

Sia f un operatore di penalizzazione relativo al convesso K. Indicando con
P Poperatore proiezione su K, possiamo porre ([3], cap. 3, §5.2)

(3.1) fw) = w— Pw;

B & monotono, emicontinuo da L0, 7'; N°) in sé.
Sia s un numero maggiore di m/2 e consideriamo una base {g;} in N, che
supponiamo (cosa possibile) ortonormale in N° Poste
n
(3.2) vul) = 2 08y Sfult) = ILJ)

=1

(dove I7, & l'operatore proiezione sul sottospazio definito da gy, ..., g,), consi-
deriamo il sistema di equazioni differenziali ordinarie

(3‘3) ('D;(t) - ,L‘Avn(t) + ’)’L‘B('U" ) fn 7g: e + b(Pvn(t)7 'U'n(t)? gz)

9 gi(x) xval’

“ Mw

(oes(, t) — 3| Poy(,

10

+ [ 8w, 1) | P, (, 1) | (Poa(a, 1) Xv)gi(@) xvdls =0 (j=1,...,n),
Iy

con le condizioni iniziali

(3.4) 2,(0) = I,z = =, .
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Il sistema (3.3) con la condizione (3.4) ammette in un intervallo [0, ¢], con
t<< T, una e una sola soluzione, che indichiamo con wv,(?).

Per stabilire per »,(t) delle maggiorazioni a priori, che, in particolare, ci
permetteranno di garvantire esistenza della soluzione in tutto [0, 7], molti-
plichiamo le (3.3) per oy, sommiamo e integriamo in [0,1] (0 <i<T). Obte-
niamo

(3.5) %

[, (1)

f— 1|,z

;D + Of {Au |Ivn(77) ”:i'l + ’n(ﬁ(’l),,,(??)), 1)"(77) ).’V°
. (.fh(ﬁ); v,(77) )No + b(P’U,,(?]), v.(7), ’Un(‘)7))
_{—' é I’J‘ (“i(m7 77) - %IP’U”(.{U, 97) [ 2) 'l)n((,v, ,)7) XVdTi

+ [ 6(z, ) | Poa(w, n) | (Poaule, n) xXv) vz, n) xvdls}dy = 0.
Iy

Tenendo conto delle ipotesi (I), (II), (IIT), del fatto che | Pv,|< M e utilizzando
teoremi di immersione e di tracecia, otteniamo

(3.6) (B(v4), Va)we =0, G0 [(fas vl <[l ey [oallm,
(3.8) [D(Pv,, Va, a) | < M| a] o] 0| e < M (|0, 32+ O (&) 0a]30) »
(3.9) ]Ff (o, 1) — F| Poa(m, ) |2) va(e, 1) Xv AT | <erf|va]| pap < ]| 0* | 2

(3.10) [Pfé(w, 8| P, (@, 1) | (Poa(e, 1) Xv) 0., 1) Xv AL 5| <esfva]a .

Sostituendo le (3.7), (3.8), (3.9), (3.10) nella (3.5) e tenendo conto della (3.6),
otteniamo

Hea® 5+ § (o) i

<3| L5 -+ Oft{c4llvn[l%«+MsllvnII?w+ | val i} o -

(3.11)

Prendendo e << pfB, dalla (3.11) segue che

(3.12) [oa®) < My, [ Joalt)|edt< 3,

con M, e M, costanti indipendenti da .

17
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Allora la soluzione esiste in tutto [0, T]; inoltre dalla successione {v,} si
pud estrarre una sottosuccessione (che indichiamo ancora con {v,}) tale che

(3.13) limwv,(#) =»(#) in L®(0,1; N°) debole star,
(3.14) limv,(f) = v(#) in L0, T; N*') debole.

Per mostrare che »(t) soddisfa la condizione (a) rimane da verificare che v e I(.
Osserviamo ora che dalle (3.5), (3.13), (3.14) si ottiene

Fid
(3.15) Jn(f(w,), va)pedt<eg;  pertanto
0
r
(3.16) lim [ (B(v,), V) pedt =0 .
n-ro 0

Di conseguenza |[B(v,)ll2,0 0 PUO essere resa piccola a piacere, quindi ([3],
cap. 3, §5.3) risulta

(3.17) [B(v(®)) ] 20,7, 50 = 0 = B(v(t)) = 0 == () e L*(0, T'; K)

e la condizione (a) & completamente verificata. N
Sia ora ¢ una funzione gualunque di Hy(0, I'; N°), con G, =11, Y= 0;,8;;
=1

moltiplichiamo la (3.3) per g;,, sommiamo e integriamo in [0, T']. Ricaviamo

(318) f{(vqln "p")N"_' IL‘(Avn) q)n)t\l" + n(ﬂ(vn), Lpn)lv"— (fn7 Lpn)zv“
+ b{(Pv,, vy Pu) + }3 J (ei— % | Po, |2} xvadl’,
=1 I}

+ [ 0] Pv,| (Pv, xv)P, xvdlg}di = 0.
I

Tenendo conto del fatto che la base {g;} ¢ ortonormale in N°, dalla (3.18) si
ricava

(3.19) | [ (!, Y)wedt]

= | Of (v, Pa)yodlt] <pellonl s,z 59 [P 220,20
+ “ fn”zﬁ(o,z’;(zvl)') ”q)n”z;ﬂ(o,z'; ) + Cq ”'Un“Lz(o,r;N‘)“q‘n”ﬁ(o,r;zv“)
-+ ¢ ”‘-l)nuzﬂ(o,z'; -+ ! f’n(ﬂ('vn), q)n)zv" d¢ ! .
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Osserviamo ora che, per la definizione dell’operatore g, risulta f(v,)=0 quando
v, | <M e f(v,) Xv, =|f(v,)||v.]. Allora dalla (3.15) si ricava

(3.20) Co > fn(ﬁ(vn), v, )t = nf|p(v,)]| |v.|dQ> M nf|f(v,)]|AQ .
Q Q

0

Tenendo conto che, per s > m/2, ’immersione di N* in L ¢ continua, sosti-
tuendo nella (3.19), risulta

r P
(3.21) i of (v,, q))zv“ dtl <0y H‘-I)n“L*(o,r;N‘)“}“ j} H‘l’n”zm(o,m;z‘w}
< 010”'4’ ”Lw(o,m;zv‘) <O ”\P ”E.,(ll 2H8(0,7; 4% -

Tssendo lo spazio delle Y, Hy(0, T'; N¢), denso in Hi+(0, T; N*), dalla (3.21)
si deduce che

(3.22) [05(8) | z=aroieq0,z; oy < 12
da cui
(3.23) (8 aoto-st, oty < s

Dalle (3.12) e (3.23) risulta |v,(¢)] limitata in I2(0, T'; N*) N Hi~(0, T'; (N*)').
Essendo P'immersione di tale spazio in L2(0, T'; H¥*+2) completamente conti-
nua Ve, 0 <e<<1/2, dalla {v,} si pud estrarre una sottosuccessione (detta
ancora {v,}) convergente in L0, T; H¥). Quindi

(8.24) lim »,(f) = v(¢) in L0, T'; Hul2+8) forte,
(3.25) lim Pv,(t) = Po(t) = v(f) in L0, T; Hu>+e) forte.

Essendo poi |Puv,|<M, |v|<M q.o. in @, dalla (3.25) si ha

(3.26) lim Py, = v in Le(@Q) forte, Yq.

2> 0

Sia ora ¢(t) una funzione di HY(0, T; N°) con |e(w, t)|< M; sia

P(l) = ﬁ vi®)gi, @t =X yi(t)g; -

=1 =1

Poiché I'immersione di H1(0, T; N*) in C°(Q) & completamentekcontinua, allora
egisterd un P tale che per p>7P sia |¢@,|< M. Supponiamo 7; = y; per j<p,
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7;=0 per j > p e p>7p; supponiamo ancora n>p ¢ moltiplichiamo la (3.3)
per ¢;,— T;; sommando, otteniamo

(3.27)  (VL(8), Dult) — @,(1) ) a0t 11(Vn(t)y ValD)—@s(t) )i+ 1(B(0(1)), VD) —@s(t) e
- (ﬁz(t)a 'U,,(t) - CPD(t))N" + b(Pvn(t)y ‘U,,(t), vn(t) - ('Pp(t))
- i I (o, 1) — L Py, 1) 2)(val@, 1) — @y, 8)) xvdl;

=1 I}

+ | 8w, 1) | Poa(a, )] (Pvn(a"; t) XV)(’D,Z(%‘, 1) — @y, ) xvdl;=0.
Iy

Essendo [, |< M, & f(g,) = 0, quindi

(328) (,B(vn)y Vy— (Pp)zv" = (ﬁ(v'n) - ﬁ(cpp)y Vp— (PJJ)N°> 0

Detta y(f) una qualunque funzione di C°[0, T, (t)>0, integrando la (3.27),
si ha

T

(3.29) Of (@)L valt) — (1)

Uﬂnz— (Pa?

o +I [(po(1); Da(n) — @(1) o

+ ( ) 'U,,(?]) (Pm ) (fn (Pa»(')?))ﬂ‘"
-+ bﬂ( v.(7), Val(7), Valn) — (P1)(77))
+ g (‘x (@, 1) — !Pv" v 77)]2)(7’"(5”7 7) — @,(, 77))><Vdri

+ f @, n) | Pva(2, )| (Pvu(a, n) Xv) (v.(2, ) — @2, 7)) xvdl,]dyjdi<0 .

Facciamo ora tendere # all’infinito nella (3.29).

Osserviamo dapprima che v e N*' N K, pertanto v ha tracecia su [ e per
tale traccia pv vale la relazione |yv|<M q.o. In base a tale osservazione,
con procedimento classico che utilizza noti teoremi di immersione ¢ di traccia,
tenendo conto delle relazioni (3.13), (3.14), (3.24), (3.25), (3.26), si dimostra
che v{t) soddisfa la (2.1) per ogni () = ¢,(f). Facendo tendere p all’infinito

e osservando che la classe delle funzioni ¢(i Zy, )g; & densa nella classe

delle funzioni-test ¢(t) considerate nella condlnone (b), possiamo concludere
che o»(t) soddisfa completamente la condizione (b) e il teorema di esistenza ¢
dimostrato.

La dimostrazione dell’unicita segue uno schema classico ([3], cap. 3, §6.3;
efr. [4]4,5), che utilizza le successioni regolarizzanti. Sfruttando ancora teoremi
di immersione e di traccia, risultati di interpolazione tra spazi, si perviene
alla tesi. :
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Riassunto

Si considera wna disequazione associata al moto di wn fluido viscoso incomprimibile;

si dimostra per essa, in un numero gualungue di dimensiond, un teorema di esistenza e
unicitd di una soluzione « debole» di un problema misto mon lineare.






