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DARIO PAsSQUALI CorvUuzzI (%)

Sulla partizione delle rette secanti una quadrica

per la regolarita dei punti di 46¢ (3, ¢), ¢ dispari e primo (**)

Introduzione

Se P, e P, sono due punti di uno spazio affine AG(3, ¢), costruito su un
campo y di Galois di ordine dispari, un punto P, distinto da P, e P,, apparte-
nente alla retta individuata dai due punti, & esterno o interno al segmento
affine P,P,, secondo che P appartenga o no al segmento proiettivo PP,
contenente il punto improprio della retta, cioé secondo che il rapporto sem-
plice B = (P, P, P) sia rispettivamente un quadrato (B =1[]) o un non-
quadrato (B = A4), essendo questi i due caratteri quadratici del gruppo molti-
plicativo degli elementi diversi da zero di y [9],.

Se ci si riferisce ad una quadrica non degenere @ di AG(3, q), & noto che
un punto P di AG(3,q), non appartenente a @, & sempre esterno rispetto a
Q e il comportamento di P rispetto ai segmenti affini intercetti da @ sulle
rette per P, ossia quando P & esterno o interno a tali segmenti, conduce alla
definizione di regolaritd, e di quasi-regolaritdy di P rispetto a Q.

11 problema della determinazione del numero e della configurazione geo-
metrica dei punti P regolari e quasi-regolari rispetto ad un iperboloide e rispetto
ad un paraboloide di AG(3,¢q) & stato oggetto di studio nelle note [1],.,
nelle quali, analizzando soltanto i casi in cwi & ¢ =3,5,7,11,13,17, si &
giunti alla formulazione di una congettura.

In questa nota, nell’ipotesi ¢he il campo y abbia ordine g+2 e primo, si
determina dapprima per i singoli punti propri P di AG(3, ¢), non appartenenti

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica Applicata, Facoltd di Ingegneria, Via A, Scar-
pa 10, 00161 Roma, Italy. ‘
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.8.A.G.A. (C.N.R.). — Ricevuto: 13-I1-1983.
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ad una quadrica non degenere ¢ (iperboloide o paraboloide), il numero delle refite
per P secanti @ sulle quali il segmento affine intercetto da @ ammette P come
punto esterno o come punto interno. Queste rette, alle quali sono aggiunte le
rette per P (¢Q) e tangenti a @ in punti propri, sono ripartite in relazione al
comportamento di P, stabilendo cosi se P abbia o non abbia qualche carattere
di regolarité rispetto a . Quindi sono determinati il numero e la configurazione
geometrica dei punti P di AG(3,q) regolari e quasi-regolari rispetto a @, per
ogni valore di g di y. Si & cosi risolto il problema in generale ¢ sono confermate le
congetture delle due note menzionate.

Rispetto ad un iperboloide @ di tipo iperbolico (o Q' di tipo ellittico) ¢ punti
di AG(3, q), non appartenenti a Q (0 a Q'), st distribuiscono su (¢ — 1)/2 iperbo-
loidi di tipo diverso da @ (o da Q'), su (g—3)/2 iperboloidi dello stesso tipo di Q
(o di Q') e sul comune cono asintotico v. Di tali punti quelli appartenenti ad iper-
boloidi dello stesso tipo non sono mai regolari; quelli appartenenti ad iperboloidi
dellaltro tipo sono gquasi-regolart se ¢ = 1 (mod 4), ma non presentanc alcun
caratere di regolarita se q = — 1 (mod 4). Il vertice del cono t é sempre regolare,
mae gli altri punti di v risultano quasi-regolari rispetto & @ se ¢ = 1 (mod 4) ¢
regolari se ¢ = — 1 (mod 4); rispetto a Q' essi sono invece regolart se ¢ = 1 (mod 4)
e non presentano alcun carattere di regolarita se ¢ = — 1 (mod 4), fatta ecce-
zione per g = 3, nel qual caso tali punti sono regolari [1].

Nei riguardi della regolarita rispetio ad un paraboloide @ @i tipo iperbolico
(0 Q' di tipo ellittico) i punti di AG(3, q) non appartenenti a @ (o & Q') si distri-
buiscono su g — 1 paraboloidi dello stesso tipo di Q (o &i Q). Tali punti non pre-
sentano aleun carattere di regolarita se ¢ = — 1 (mod 4), mentre risultano quasi-
regolari se q = 1 (mod 4) rispetto a Q (o a Q).

1 - Richiami

Gl elementi non nulli del gruppo moltiplicativo di un campo y = GF(q)
di Galois, con ¢+ 2 primo, si distribuiscono, come & noto, in due insiemi di
7= (¢ — 1)/2 elementi ciasecuno. Nel primo insieme si pongono gl elementi
70 (¢ =1,2,.., ), ognuno dei quali ¢ un guadrato, tali cioé che esista un
elemento K 5= 0 del campo ¢ per eul & K= [,; nel secondo insieme ghi altri
= (¢g— 1)/2 elementi A; ({ =1,2,...,r) detti non-quadrati, per i quali non
vale la condizione suddetta. Un elemento generico del primo insieme sard
indicato con il simbolo [], mentre un elemento generico del secondo insieme
sard indicato con il simbolo A. Con i simboli {]j e A sono cosi indicati i due
caratteri quadratici del campo. B noto che la condizione necessaria e sufficiente
affincheé un elemento K =0 del campo o sia un quadrato ([7]) o un non-qua-
drato (A) & che si abbia rispettivamente Kr=1 o0 K= — 1[9],. In virth di
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questo teorema il prodotto o il quoziente di due elementi concordi, aventi
cioe lo stesso carattere quadratico, ¢ sempre un quadrato, mentre il prodotto
o il quoziente di due elementi discordi ¢ sempre un non-quadrato.

Se indichiamo con (w,, @, #., ;) le coordinate omogenee di un punto dello
spazio preiettive PGE(3, ¢) associato ad AG(3,q) e @y=0 & Vequazicne del
piano improprio di AG(3, q), equazione in coordinate omogenee di un iper-
boloide di AG(3,q) pud essere del tipo

(1.1) 0 4w fa; a2l =0,

con ¢ = [ se esso & di tipo iperbolico, con § = A se & di tipo elliftico; quella
di un paraboloide iperbolico invece pud essere

1.2) Doy + Doy =0,
e di un paraboloide ellittico, infine,

(1.3) 0w} -+ @ + wya=0 (8

I
>

per ¢ =1 (mod 4) e
(1.4) 2F - wamo + @l =0
per ¢ =— 1 (mod 4) [5].

La suddivisione in AG(3, ¢) delle rette passanti per un punto proprio P ¢ Q,
tangenti o secanti @, in relazione al comportamento di P, cioé in relazione al
fatto che P risulti esterno o interno a ciaseun segmento affine intercetto da Q
su tali rette, suggerisce lintroduzione delle seguenti definizioni.

Rispetto ad una quadrica @ un punto proprio P¢Q di AG(3,q) si diry
regolare se ha uno stesso comporfamento rispetto ad ognuna delle coppie di
punti propri intercetti da @ sulle rette uscenti da P e secanti o tangenti @,
ciod se P risulta sempre esferno o sempre interno rispetto ai segmenti affini
determinati da dette coppie di punti, oppure & esterno rispetto alla metd di
tali segmenti ed interno rispetto alla rimanente meta.

Un punto proprio P di AG(3, ¢), non appartenente a @, si dird quasi-regolare
rispetto a @, quando soddisfa a quest’ultima condizione, prescindendo dal com-
portamento di P rispetto ai segmenti affini intercetti da @ sulle rette uscenti
da P parallele al piano polare & di P rispetto a Q.

2 — Si consideri ora nello spazio affine AG(3, ¢) una qualsiasi quadrica Q
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non specializzata di equazione F(x, y, 2) = 0 ed un punto P, che non le appar-
tenga, di coordinate affini Z, 7, Z. La generica retta s di AG(3, ¢), uscente da P,
di equazione {# =% + U,y = § + mi, 2 = Z -+ ni}, con te€y e di parametri
direttori I, m, n, ¢ secante in due punti P, e P,, a coordinate in y, tangente in
P, = P,, esterna a @, se e soltanto se il discriminate D = a — 4Fb della equa-
zione F(& -+ It, § -+ mt, 2 - nt) = bi* + at - F = 0 & rispettivamente un qua-
drato, zero, un non-quadrato.

Con b & indicata, per abbreviare, espressione che si oftiene sostituendo i
parametri direttori I, m, n, al pesto delle variabili , y, 2 dei termini di seeondo
grado dell’equazione di Q. In particolare, nel caso che @ sia un iperboloide, se
a tali variabili si sostituiscono, nell’ordine, le coordinate Z, 7, Z di P e si cambia
di segno, si ha lespressione — ¢ = — F2— 72— 7%, la quale, secondo che sia
un non-quadrato, zero, o un quadrato, esprime che la retta impropria », del
piano polare 7 di P rispetto a @ ¢ rispettivamente esterna, tangente, o secante
la conica impropria O, di Q. Nel caso in cui @ sia invece un paraboloide, la retta
impropria del piano polare 7 di P(¢ Q) rispetto a @, & ovviamente secante o
esterna la conica impropria O, di @ secondo che il paraboloide sia rispettiva-
‘mente di tipo iperbolico o ellittico.

Inoltre con ¢ & indicata lespressione ottenuta sostituendo 1, m, n rispet-
tivamente alle variabili «, v, z dellequazione del pianc polave 7 di P rispetto
a . Tale espressione uguagliata a zero esprime il parallelismo fra la refta s
di parametri direttori I, m, n ed il piano 7 di parametri di giacitura %, ¥, 2.
Con F infine & indicato il valore che Pequazione della quadrica @ assume quando

alle variabili z, 4,2 si sostituiscono le coordinate %, #,2z di P.

Il punto P, le eui coordinate affini si ottengono dalle equazioni di s per
t = 0, risulta esterno o interno al segmento affine P, P, della refta secante @
secondo che il rapporto semplice B= (P,P,P) = (¢ — v D)/(a + VD) = t/t,
(0 5= B e y) sia un quadrato o un non-quadrato rispettivamente e si ha eio,

s\

come & noto, quando & rispettivamente
(a—=VD)la+VB)=1 e (a—VD)/la+vVD)=—1.
La prima di queste due ultime condizioni si puo scrivere

e Q2 p(r —1) ... (r — 2K)
@D 25 THR T !

a1/ Derti = 0 quando & ¢ =—1 (mod 4),

D e(r—1) ... (r —2K)

a1V D2+ = O quando & ¢ =1 (mod 4).
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La seconda inveee si puo scrivere

@y (r—1). (r—2K4-1)
2.3) ar .

@=2E/ D = quando ¢ ¢ =—1 (mod 4),

. . Tl‘l ;‘(r}'———] ).. .(7'—2]:(’—1[* ]
24) @ +§K (2K)1

) a5V =0 quando & ¢ =1 (mod 4).

Se & g = 1 (mod 4) il polinomio (2.2) & sempre soddisfatto da D =0 ¢ a = 0,
¢, risolio rispetio ad a2, tale polinomio ammette (r—2)[2 radict del tipo a*= ;D
(con D = [J==1), dove (5= 1) assume (r— 2)/2 valori quadrati del campo tra
loro reciproci, appartenenti al sottoinsieme B{[1:;/0 7 J:: 0 21— 1 =[O} 4 v;
in particolare & ;= — 1 soltanto quanio é ¢ = 1 (mod 8). Sempre per ¢ =1
(mod 4) il polinomio (2.4) invece & soddisfatio da r[2 radici del tipo a*= [,D
(con D =[] =1), dove (1) assume i rimanentt r[2 wvalori quadraii del
campo tra loro reciproci ed opposti a quelli (7, € B) del polinomio (2.2); in parti-
colare ¢ ;= — 1 soltanto quando é ¢=15 (mod 8). Se ¢ ¢ = — 1 (mod 4), n-
veee, il polinomio (2.1) ¢ soddisfatto da D =0 ¢ da (r— 1)/2 radici del tipo
a?= ;D (con D = [=1), dove [J; (=1) assume gli (r— 1)/2 wvalori qua-
drati del campo appartenenti ad B; il polinomio (2.3) a sua volta ammetle come
radice a =0 ¢ (r— 1)/2 radici del tipo a?==[];D (con D =[]=1), dove
(s (#1) assume i rimanenti (r — 1)/2 walori quadrati del campo reciproci dei
valori 1, € L2 del polinomio (2.1).

3 — Siano in AG(3,q) F =2+ y>+ 224 6 = 0 Dequazione di un iper-
poloide iperbolico @ dove & § = [ (ellittico Q' se 6= 4)(*) e 7, 7, Z le coordinate
affini di un punto P non appartenente a Q(@'). Suddividiamo Pinsieme dei
punti propri di AG(3, ¢), non appartenenti a @(Q'), in tre sottoinsiemi o, f, y.
In o poniamo quei punti il eui piano polare 7 rispetto a Q(Q’) ha la retta impro-
pria . esterna alla conica impropria C, di Q(Q'). Essi si distribuiscono su @'
e su (g— 3)/2 iperboloidi ellittiei @, (¢=1,2,...,(¢— 3)/2) di equazioni
¢ = — A. Nell'insieme f poniamo i punti P il cui piano polare 7 ha r,, tangente
O, e anche Porigine O del riferimento, centro di @(Q'). Essi appartengono al
eono 7, asintotico di @Q(Q') di equazione ¢ = 0. Quelli infine il cul piano 7 ha
r, secante O si distribuiscono su Q e su (¢ — 3)/2 iperboloidi iperbolici @,
(i=1,2,..,(¢— 3)/2) di equazioni ¢ = — ] e costituiscono il terzo sotto-
insieme .

() D’ora in poi seriviamo in parentesi tutto c¢id cbe & relativo all’iperboloide
ellittico,
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Il numero e la suddivisione delle rette di parametri divettori I, m, n pas-
santi per un punto proprio £ di AG(3, q), tangenti e secanti Q(@') in segmenti

affini, rispetto ai quali P risulta esterno o interno, si hanno, in relazione al
comportamento di P, rispettivamente dall’esame dei seguenti sistemi

—VD a?— D

(3.1) (%‘m)’zly b:c—{—é’ e=—4,0, —;
—V'D a*—D

(3.2) 31*75)’2—1: b=”g’:}_'“‘"= c=—4,0,—~].

Nei sistemi (3.1) quando nella prima equazione & D=0 (3) basta attribuire, nella
seconda equazione, ad a? il valore 1, in quanto se si attribuisce ad a* qualsiasi
altro valore quadrato del campo y si oftengono sistemi equivalenti. In tutti gli
altri easi, cioé quando & D = ], nei sistemi (3.1) e (3.2), per lo stesso motivo,
basta porre D = 1. I sistemi (3.1), per ogni valore di ¢, se & ¢ = — 1 (mod 4)
si specializzano nei sistemi

(3.1)" D=0(=1), b=1/c+0), o¢=—4,0—r],
e in (»r— 1)/2 sistemi del tipo
BLU" =0 DD ==1), b= (@—1/c+9d), e¢=—4,0,—[,

dove i [7; sono le radici del polinomio (2.1); se & ¢ =1 (mod 4), inveece, essi
si specializzano in

(3.1)™ D=0a*=1), b=1/c+6), e=—4,0,—7,
in
BLY  a=0D=1), b=—1jc+0d), e=-—4,0-—07,

e in (r— 2)/2 sistemi del tipo
B.1)Y a*=[:D (D=1), b={(a*—~1)/(c+), ¢=—4,0,—[],
(3) D = 0 esprime, come & geometricamente evidente, che il punto P & esterno ai

segmenti affini P, =P, (B = 1) delle rette per P tangenti @ (Q'). Queste sono in nu-
mero di ¢ + 1, ¢, ¢— 1, secondo che P appartenga rispettivamente a o, §, y.
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dove i [; sono le radici del polinomio (2.2).

I sistemi (3.2) a loro volta, nel caso in cui é ¢ = — 1 (mod 4), danno luogo,
per ogni valore di ¢, ai sistemi

(3.2) a=0D=1), b=—1/{c+ ), c¢=—4,0,—17,
¢ aghi (r— 1)/2 sistemi del tipo
(32) @=L DD =1), b= (E—1fc+0), e==—4,0,—,

dove i [7; sono le radici del polinomio (2.3); nel caso in cui & ¢ =1 (mod 4)
invece essi danno luogo a »/2 sistemi del tipo

(3.2)" at=[D(D=1), b= (@—1c+0), e¢=-4,0,—0,

dove i [, questa volta, sono le radici del polinomio (2.4).

In questi sistemi, se si assumono I, m, n, come coordinate affini di punto,
=0 & lequazione di un piano passante per Porigine O del riferimento,
a*= ;D & Vequazione complessiva di due piani simmetriei rispetto ad O,
b= (a2— D) (¢ 4 ) & 'equazione di un iperboloide Q iperbolico o ellittico
secondo che D — a2 ¢ ¢ - & siano rispettivamente concordi o discordi. Il piano
di equazione ¢ = 0 interseca Q secondo una coniea i cui punti si corrispondono
in una simmetria centrale di centro 0. Tale piano & tangente a @ in un punto
improprio quando & (0£) P e (4). Pertanto le rette passanti per un punto
proprio P di AG(3, ), parallele a 7 e secanti @(Q’) in segmenti affini, rispetto
ai quali P & esterno se & ¢ =1 (mod 4), e interno se & ¢ =— 1 (mod 4), sono
(¢ - 1)/2 quando P e« ,(g— 1)/2 quando P ey, g quando (055)Pep e d=[7,
non ve ne sono se (0=)Pepf e d=4.

I due piani di equazione complessiva a®= [7;D intersecano iperboloide @
secondo due coniche i cui punti si corrispondono, a coppie, secondo una sim-
metria centrale di centro 0. Bssi sono tangenti a @ sia quando & ¢ = — @4
= — ] (8 = []) e in questo caso ciascuna conica sezione ¢ formata da 2¢— 1
punti, sia quando & ¢ = — a*d = — 4 (6 = 4) e in questo caso ciascuna co-
nica sezione & formata da un sol punto. Nel caso in cui ¢ P e f infine, ciascuno
dei due piani & tangente a § in un punto proprio se § = [J,in un punto impro-
prio se 6 = A,

(%) 11 vertice O di » ha uno stesso comportamento rispetto ai segmenti affini delle
rette uscenti da esso e secanti @ (@') ¢ quindi & sempre regolare; infatti per esso risulta
Br= 41,
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Pertanto dall’esame dei sistemi (3.1) e (3.2), distinguendo il caso in cui &
g =—1 (mod 4) da quello in cui ¢ ¢ =1 (mod 4), si ha il numero e la suddi-
visione delle rette passanti per un punto P di AG(3, ¢), tangenti o secanti Q(Q’)
e determinanti segmenti affini rispetto ai quali P risulta esterno o interno (5).
Per brevity non viene seritto né il numero delle rette per P tangenti Q(Q'), né
il numero delle rette secanti Q(Q'), parallele a 7, essendo tali numeri in ogni
caso noti per quanto & stato detto precedentemente in proposito. Va inteso
che essi devono essere considerati al fine di determinare la regolarita o la quasi-
regolarity di P rispetto a Q(Q').

4 - Iperboloide iperbolico @

41 ¢g=—1 (mod 4).

(a;) Pea. Nessuno dei punti propri P appartenenti ai (g — 1)/2 iperbo-
loidi ellittici Q, di equazioni ¢ = — A & regolare o quasi-regolare. Infatti per ognuno
di tali punti P passano (¢ — 3)(q 4~ 1)/2 rette secanti @, la metd delle quali
con P esterno ((» — 1)/2 sistemi (3.1)"), I’altra metd con P interno ((r — 1)/2

sistemi (3.2)").

(b,) Pep. Tuiti i punti P appartenenti al cono v di equazione ¢ = 0 sono
regolari, in quanto per ciascun punto P 0 passano (q— 3)¢/2 rette se-
canti @, la metd delle quali con P esterno ((r — 1)/2 sistemi (3.1)"), Paltra meta
con P interno ((r — 1)/2 sistemi (3.2)").

(e,) P ey. Nessuno dei punti propri P, appartenents ai (g — 3)/2 iperboloidi
iperbolict @, di equaziont ¢ = — [ ((O#1) ¢& regolare o quasi-regolare. Infatti
se P appartiene ad uno dei (g — 3)/2 iperboloidi iperbolici @; di equagzioni
¢=—a*d =—[J;, per esso passano (g— 3)(g— 1)/4 rette secanti, con P
esterno ((r— 1)/2 sistemi (3.1)") quando ¢ ;¢ B, con P interno ((» — 1)/2
sistemi (3.2)") quando & [,€ E e (¢2-- 3)/4 refte secanti con P interno
((r— 1)/2 sistemi (3.2)") quando & ;¢ B, con P esterno ((r—1)/2 sistemi
(3.1)") quando & ;€ E.

4.2 ¢ =1 (mod 4). In questo caso sia ¢ punti P € « che i punti (0 #)Pep
sono quasi-regolari. Infatti le rette per P e« secanti ¢ sono {(¢— B)g + 1)/4
con P esterno ((r— 2)/2 sistemi (3.1)") e (¢— 1)(¢+1)/4 con P interno (r/2

{5) Ogni qualvolta si scriverd « con P esterno» oppure « con P interno » si intende
dire che P ha un tale comportamento rispetto a tutti i segmenti affini delle rette con-
sidorate,
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sistemi (3.2)”), mentre (0 #)P e f risulta esterno ai segmenti affini delle
(¢ — 5)g/4 rette secanti ((r — 2)/2 sistemi (3.1)") e interno a quelli appartenenti
a (q— 1)g/4 rette secanti @ (r/2 sistemi (3.2)"). Nessun punto P ey ¢é regolare
o quasi-regolare. Infatti se P appartiene a uno dei (g — 1)/4 iperboloidi iper-
bolici Q, di equazioni ¢ = — a*d = — [, eon [, ¢ ¥, per esso passano (g — 5)
-(q — 1)/4 rette secanti @ con P esberno ((r— 2)/2 sistemi (3.1)7) e (¢ + 1)%/4
con P interno (7/2 sistemi (3.2)"), mentre se P appartiene ad uno dei (¢ — 5)/4
iperboloidi iperbolici @, di equazioni ¢ = — a*¢ = — ], con ;€ I per essi
passano (¢*— 2¢ -+ 5)/4 refte secanti @ con P esterno ((r— 2)/2 sistemi (3.1)")
e (g— 1)%/4 con P interno (#/2 sistemi (3.2)").

5 - Iperboloide ellittico Q'

5.1 ¢ =—1 (mod 4). Fualta eccezione per il wertice O di t che & regolare,
nessun punto proprio P ¢ Q' di AG(3, q) risulta regolare o quasi-regolare.

(a;) Pe«. Un punto P appartenente ad uno dei (¢ — 3)/2 iperboloidi
ellittici Qg, ¢ = — 4% = — A;== [, risulta esterno o interno ai segmenti af-
fini di (g — 3)(g + 1)/4 rette secanti @’ e interno o esterno ai segmenti affini
di (¢2— 6q— 3)/4 rette secanti @' quando & rispettivamente 1, ¢ & o ;€ E.

(b,) Pep. Per ognuno di tali punti P s=0 passano (g— 3)g/2 rette se-
canti @', la metd delle quali con P esterno, I'altra metd con P inferno.

(¢;) P ey. Le rette per P secanti ' sono (g — 3)(¢ — 1)/2 meta delle quali
con P esterno laltra metd con P interno.

52 ¢ =1 (mod 4). In questo caso, mentre i punti P ea non somo rego-
lari né quasi-regolari, sono invece regolari tutti < punti Pepf e quasi-regolari
quelli appartenenti a .

(a)) Pea. Se P appartiene ad uno dei (¢— 3)/2 iperboloidi elliftici @,
di equazioni ¢ = — a2 = — A, (A,= [1:0), per esso passano {g— 5)(¢g+1)/4
rette secanti @' con P esterno e (q* — 4¢—1)/4 con P interno quando & [, ¢ B,
e invece per esso passano (¢*— 8¢ — 5)/4 refte secanti ¢ con P esterno e
(¢—1){(g +1)/4 con P interno quando & [J:€ B.

(by) Pep. Le rette per P 0 secanti @' sono (g — 5)g/4 con P esterno
e (¢— 1)g/4 con P interno.

(e;) Pey. In questo caso P risulta esterno a (¢ — 5)(¢ — 1)/4 segment]
affini i rette secanti @' e interno invece a (g— 1)%/4,
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6 - Se @ &un paraboloide iperbolico e @/ un paraboloide ellittico di AG(3, ¢),
il numero e la distribuzione delle rette uscenti da un punto P non appartenente
a Q(Q"), tangenti e secanti Q(Q') in segmenti affini rispetto ai quali P risulta
esterno o interno, conduce a considerare i seguenti sistemi

a—'D a*— D =
6.1 —_— V=1, b= —=—, F=A4, s
(6.1) it = O
a—vVD at— D =
6.2 — ) Te=— ] = = _— .
(6.2) Covp) =L t=—m =40

Ciascuno dei sistemi (6.1) e (6.2) da luogo a tanti sistemi quante sone rispes-
tivamente le radici delle coppie dei polinomi (2.1), (2.2) e (2.3), (2.4). Se &
= — 1 (mod 4), il sistema (6.1) si specializza nel sistema
(6.1)F D=0(=1), b=14F, F=4,1],
e in (r— 1)/2 sistemi del tipo

(6.1)™ =D, b= (@—1MH4F (D=1), F=A

dove i [}; sono le radici del polinomio (2.1); se & ¢ = 1 (mod 4) invece, il si-
stema (6.1) si specializza in

(6.1)" D=0 (a2=1), b=1/4F, F=A[
in
(6.1)r a=0, b=—14F (D=1), F=A[]

e in (r— 2)/2 sistemi del tipo

(6.1)" a*=[ D, b= (e*—1)4F (D=1), F=Ar7,
dove i 3, sono le radici del polinomio (2.2).

I sistemi (6.2) a loro volta, quando ¢ ¢ = — 1 (mod 4) danno luogo al sistema
(6.2) a=0, b=—14F (D=1), F=A1,

e agli (r— 1)/2 sistemi del tipo

(6.2)" a*=[1,D, b= (a*—~1)4F (D=1), F=Ar],
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dove i [; sono le radiei del polinomio (2.3); quando é g==1 (mod 4), invece,
essi danno luogo a 7/2 sistemi del tipo

(6.2)" a*=[;D, b= (a*—1)4F (D=1), F=A, 7,

dove i [J; sono le radici del polinomio (2.4).

Se si assumono I, m, n come coordinate di punto, dal sistema del tipo
{D=0(a2=1); b =1/4F; F = A,[} che si pud serivere {a®= 1(D = 0);
b=1/4F, F = A, O} deriva che i due piani, simmetriei rispetto all’origine O
del riferimento, di equazione complessiva a?==1, intersecano il ecilindro di
equazione b = 1/4F, [il quale risulta iperbolico o ellittico secondo che ci si
riferisca ad un paraboloide iperbolico o ellittico] secondo due coniche i cui punti
(2¢— 2 per @ e 2g - 2 per Q) si corrispondono, a coppie, in una simmetria
centrale di centro 0. Le coordinate del punti di una delle due coniche sezioni
sono i parametri direttori delle rette useenti dal punto proprioc P di AG(3, q)
non appartenente a G(Q'), le quali contengono i segmenti affini tangenti, al
finito, al paraboloide iperbolico (ellittico), rispetto ai quali, come & geometrica-
mente ovvio, il punto P risulta esterno.

Allo stesso modo dal sistema {& = 0;b = — 1/4F(D = 1); F = A, ]} de-
riva che il piano di equazione a = 0 interseca il cilindro iperbolico (ellititico)
di equazione b = — 1/4F secondo una coniea i cui punti si corrispondono, a
coppie, in una simmetria centrale di centro 0. Le coordinate di tali punti, sono
i parametri direttori delle (¢ — 1)/2 ((¢ - 1)/2) rette parallele al piano polare %
di P rispetto a Q(Q') e uscenti dal punto P, secanti il paraboloide iperbolico
(ellithico) in segmenti affini rispetto ai quali P risulta esterno se & q =1 (mod 4)
e inferno se ¢ = — 1 (mod 4).

Infine quando il sistema & deltipo {a>=[1,D; b = (a*—1) [AF(D = 1);
F = A, [} i due piani simmetrici rispetto ad 0, di equazione complessiva
a® = [, D intersecano il cilindro iperbolico (ellittico) in due coniche i cui punti
si corrispondono, a coppie, in una simmetria centrale di centro 0. Le coordinate
dei punti di una delle due coniche sezioni cono i parametri direttori delle rette
uscenti dal punto P e secanti il paraboloide iperbolico (ellittico). Pertanto da
fali sistemi si ha

I punti propri P di AG(3, q), sia rispetto a Q, sia rispetto a Q' non hanno
aleun carattere di regolaritd quando & ¢ = — 1 (mod 4), menire risultano quasi-
regolari quando ¢ ¢ =1 (mod 4).

Rispetto a @, infatti, ogni punto P risulta esterno a (¢ — 1)(¢ — 3)/4 e interno
a (g — 1)(g — 3)/4 segmenti affini di rette secanti @ quando & ¢ = — 1 (mod 4),
mentre P risulta esterno a (g — 1)(g — 5)/4 e interno a (¢ — 1)%/4 segmenti di
rette secanti quando & ¢ = 1 (mod 4).

Rispetto a ¢, invece, guando ¢ ¢= — 1 (mod 4) le rette per P secanti §'
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e con P esterno sono (¢ + 1)(g — 3)/4, e quelle con P interno sono (g -- 1)
“{g— 3)/4, e quando & ¢ =1 (mod 4) infine esse sono rispettivamente

(¢ +1)g—5)/4 e (¢+ 1)(g— 1)/4.
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Summary

In this work we determine the division of the lines passing through a generic point P
of AG(8, q) with ¢ % 2 and prime, which are secant and tangent to a quadric @ (hyper-
boloid or paraboloid) of AG(3, q) with regard to the ewternal or internal position of P with
respect to affine segment intercepted from Q in each of such lines, in this way so the re-
gularity or the quasi-reqularity of P with respect to @ is stated. DMoreover we determine

beside the number and the geometric configuration of the points I of AG(3, q) regular or
quasi-reqular with respect to ¢, for every q odd and prime,



