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MArIo DE SALVO (%)

Gli (7, @) - ipergruppi (**)

1 — Ricordiamo alcune definizioni. Un ipergruppo {H, o> & regolare se ha
almeno una identitd bilatera e ogni elemento ha almeno un inverso bilatero [4];.

Un ipergruppo regolare H si dice reversibile se soddisfa alle seguenti con-
dizioni VY(z,y,z)e H®

(1) se y € aow, esiste un inverso ¢’ di « tale che x € a'oy,
(2) se y e xoa, esiste un inverso o’ di @ tale che x € yoa”.

Sia A una parte non vuota di un semi-ipergruppo <{H, o>; A si dice completa
se olle; N A0 — oma,Cc A. .

Si dice chiusura completa di A in H e si denota con €y(A), Vintersezione delle
parti di H che sono complete e contengono A. Se 4 = {w} si scrive %y(x) al
posto di Gul {x}).

Si denota con fy, la chiusura tramsitiva della relazione B cosi definita:
2Puy <> In € N*, (21, 2y -ovy 22) € H*: {w, y} C ollz,.

Si dice che A & parte ciclica di H, se 3z € A tale che Ya € A dn e N*: a € oa™.
L’elemento = si dice generatore di A. :

Diciamo che il semi-ipergruppo <{H, o> & ciclico se H & parte ciclica.

Se (H, o> e (H', o) sono semi-ipergruppi, una funzione f: H — H' si dice
omomorfismo se Y(x,y) € H® flwoy) C f(z)o'f(y); f si dice omomorfismo buono se
V(z, y) € H? f(woy) = f(@)o'{(y).

2 — Generalizzando il concetto di (H, A)-ipergruppo introdotto in [7]; co-
struiamo ipergruppi che chiameremo (H, @)-ipergruppi. Siano <(H, o> un iper-

gruppo, ¢ un gruppo con unitd 1, {4}, una famiglia di insiemi non vuoti a

(*) Indirizzo: Via Palermo 836, 98010 Scala Ritiro, Messina, Italy.
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due a due disgiunti con A,= H. Poniamo K = |J A, e definiamo 1’iperope-
razione % ponendo ied

V(zw,y)e H @y = xoy;
Vizg,)e A;x A;s=c HXH way=A4, setj=1Fk.

S8i verifica facilmente che (X, %> & un ipergruppo. Nel seguito ipergruppo sopra
definito verrd denotato come (H, @)-ipergruppo. Inoltre indicheremo G*
=G — {1}.

Osservazione 1. Si noti che wn (H, 4)-ipergruppo ¢ un (H, G)-iper-
gruppo, ove |G| = 2.
Si dimostra semplicemente per induzione il seguente lemma,.

Lemma 1. Se (K,%)> & un (H, G)-ipergruppo, di sostegno K =) 4,,
1€@
allora Vn € N*— {1}, Y(uwy, 25, ..., x,) € K* si possono verificare i seguenti cass

(X) Jie G tale che = [] z,= 4.,
=1 7
(II) 3B € P(H) — {0} tale che = || ;= B.
i=1
Lemma 2. Se {K,%> ¢ un (H,@-ipergruppo, di sostegno K = |J A4,,
alloraVie G, Vae A,, € (a) = A,. ice

Dim. Peril Lemma 1, essendo gli insiemi 4; a due a due disgiunti, certa-
mente Vi e &, A, & parte completa di K. Per come & definita Piperoperazione #,
esistono coppie (u,v) € K* tali che Vie G A, = u = v, pertanto per il Lem-
ma 3 di[9],, discende che Vaed, F la)= € (4;). Pertanto, essendo A4,
parte completa di X, si ha %, (a) = 4,.

Discende facilmente dal Lemma 2 il gseguente lemma.

Lemma 3. Se (K,%> ¢ un (H,@)-ipergruppo, di sostegno K = |J A,,
allora Az, y) € A; X 4;, 154§, tale che zfy. (*). iea

Lemma 4. Se (XK, %> éun (H, &)-ipergruppo, allora w, =H ¢ K[f} ~ & (3).

(1) Si ricordi che a¥xy <> % € Cx(y) ¢ una equivalenza e si ha a%xy « a;ﬂ;y [A1].

(2) Si indica con ¢: I — K /ﬂz la proiezione canonica; ricordiamo che se I & un iper-
gruppo, K /ﬁ; & un gruppo e in tal caso si definisce il cuore di K come nucleo di ¢ e lo
si denota con wy ([11]).
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Dim. Sia K = J4,. Dailemmi 2 e 3 segue che K/fr = {p(d.)}i e G.
iEG

Vie G si ha @(4,) @(d;) = p(d, = 4,)) = p(4,), quindi ¢(d,) =1,,+, da cul

F:37:
segue 4, C w,. Ma, per il Lemma 2, Ve e 4, % () = 4, e pertanto 1:41 = W,
cio¢ H = wy.

Definiamo una bigezicne ¢: ¢ — K/f; ponendo ¢(i) = ¢(d,) Yie G. ¢ & un
omomorfismo di gruppi; infatti Y(4,4) € G2, se i-j =k, si ha

¢(-j) = dlk) = p(dy),  3)- () = p(Ad) @p(d;) = p(d = A;) = p(ds) .

Teorema 1. Siano (I, %) ¢ {IK,, x'> rispettivamente (H,, G,)-ipergruppo
¢ (H,, G,)-ipergruppo, allora K, ~ K, implica H, = H, ¢ G, = G, (?).

Dim. Sia f: K; — K, un isomorfismo, allora f(wg,) = wg, (v. (4) di[2])
¢ quindi, per il Lemma 4, f(H,) = H,. Sia ¢g: H, — H, una applicazione cosi
definita: Ve e H, g(z) = f(z). ¢ ¢ chiavamente bigettiva; mostriamo che & un
omomorfismo buono; Y(z, y) € H}, se o, e o, sono rispettivamente le operazioni
in H, ¢ H,, sihag(wo, y)=f(wo, y)=f(w * y)=f(x) *' f(y)=f(@)o, f(y)=g(®)o. g(y).

K, ~ K, implica (v. 3 di [4];), Kllﬂfﬁz Kz//ﬁ’z; ma, 7per il Lemma 4,
Kl/ﬂ;; ~ @ e Kr_.//i‘i2 ~ @,, pertanto G, ~ G,.

Teorema 2. Siano {K,, x> e {I,, "> rispettivamente (H,, G)-ipergruppo
¢ (Hy, @)-ipergruppo, con K, =\ A;, Ko=UB;, ¢ sia Y(,7)e G x(G')*

i€@ i'ed’

|4;| = |By| = n, allove K, =~ K, s¢, ¢ solo se, H,~H, ¢ @ = ¢,

Dim. Per il Teorema 1, basta provare limplicazione <. Esiste un iso-
morfisme f: @ — @' ed una bigezione y: {4}, ,—> {B;}, e indotta dalla f
iel modo seguente: y(4,) = B, se, e solo se, f(4) = §'. Se p(4,) = B;,, poiché
per ipotesi |A,;| = |B;] ==, ¢ possibile considerare una bigezione f,;:
A;— B;.. Sia f,.: Hy - H, un isomorfismo e sianc o, ¢ o, le operazioni rispet-
tivamente in H, e H,. Definlamo una applicazione ¢: K, — K, nel modo se-
guente: Yo e 4, se p(4,) = B, allora ¢(x) = f,.(z). Proviamo che ¢ & un iso-
morfismo; poiche ¢ & certamente una bigezione, basta dimostrare che & anche
un omomorfismo buono.

V(z,y) € K} vi sono due possibilita:

@) (@, y) e HxHy; () (2, 9) € A;x Ay H, X Hy.

(%) Si ricorda che un omomorfismo bigettivo di semi-ipergruppi ¢ un isomorfismo
se, e solo se, ¢ buono,
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(i) dlexy) = ¢l@o y) = fin(xory) = fr (@) o, i (Y) = P(@)o, d(y) = ()

(i) Sia ik =8, fli) =14 f(k) =1, f(s) =1, allora ¢{x == y)= ¢(4,)
for(ds) = Bioe o) # ¢ly) = fi;(@) % fine(y) = By = Bor.

I

Teorema 3. Se (I, o) & un ipergruppo in cui I, wy ¢ K/ﬁz hanno rispet-
tivamente n, i, n — m - 1 elements, allora K é un (H, G)-ipergruppo, di sostegno
K =U A, cve H ha m clementi, Vie G*|4,] =1, ¢ = K|fy.

1€

Dim. Poniamo H={wg, o). Sia K—wy={x,, 25, ..., Tpemry ; allora, per leipo-
test, K/fg={p'wx), p(a.), P(5Y; .y P(@nnia} - Poniamo G=K|fg, A=, A=1{z}
per 1 < i<n —m -+ 1. Sia (K, %> un (H, G)-ipergruppo e proviamo che (I, o>
= (K, %>. Certamente i sostegni K e K coincidono. Inolire V(x, y) € w? si ha,
per definizione, % ¢ = woy. Sia (v, &;) € 4, X 4;# wxg Xwg; allora, se gla;)
-ple;) = p(z) = @lwx), si ha, per definizione, x; % x;= 4, = {ook} Proviamo
che wom; = {x,}. o) = (@,)-pla;) = {p(x) |z ezon;}, quindi Vo € 2,01, :ckﬁ;a;;
allora © € K — wy. Quindi @ = x,, perchd in caso contraric si avrebbe |K/fy]|
< n—m -+ 1, contro le ipotesi. Se invece @(x,) - p{r;)=¢(wyx), per definizione,
si ha @, % x;= wg. Poiche ¢(x,) @) = @(eom;) = plwx) segue che Yu € w,0u;
U € Wy, ciod Fr(u) = wy e pertanto z0x; = Crle,)oCu(w;) = Cxl(wom;) = Frluw)
= wg. Infine sia (z, ;) € X A;, allora, per definizione, x % 2,=4,= {x;}
ed inoltre wow; C wyow;= Cx(x,;) = {v;}; pertanto wow;= {w;}.

Teorema 4. Il numero degli ipergruppi non isomorfi, tn cui il sostegno,
il cuore ¢ il quoziente modulo §*, hanno rispetiivamente n, m, n — m -1 elements

¢ uguale al prodotto del numero degli ipergruppi non isomorfi di cardinalita m,
per il numero det gruppi non isomorfi di cardinalitda n—m -~ 1.

Dim. Sia » il numero degli ipergruppi non isomorfi con m elementi, e
sia ¢ il numero dei gruppi nen isomeorfi con n — m -+ 1 elementi. Siano H, per
i=1,2,...,7, G; per i =1,2,...,s, rispettivamente, » ipergruppi non iso-
morfi di eardinalitd m e s gruppi non isomorfi di cardinalita » — m -} 1. Siano
Ay Ay = {w}, Ay = {5}y ooy Ayt = {Zpepia), #—m + 1 insiemi a due a
due disgiunti, tali che Ipe {1,2,...,7} ed Ige {1,2,...,s} per cui 4, = H,,
{1,2,...,m —m + 1} = @,. Fissato un ipergruppo H;, al variare dei gruppi G,
per i€ {l,2,...,s}, si possono costruire s (H,, G;)-ipergruppi, di sostegno

U 4;, in cui il sostegno, il cuore e il quoziente module f* hanno
3e{1,2,..n—m-1}

rispettivamente #,m,n —m -1 elementi. Per il Teorema 2 tali ipergruppi
gono non isomorfi, Pertanto al variare di Hy, per ke {1, 2, ...,7}, si ottengong
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sempre per il Teorema 2, »-s ipergruppi non isomorfi. Si noti che, per il Teo-
rema 2, gl insiemi A4,, 4,, ..., 4,41 possono essere variati, purcheé siano sem-
pre a due a due disgiunti ed abbiano ciascuno intersezione vuota con .4,, senza
con cid alterare il numero 7-s di ipergruppi non isomorfi gia determinato.
Inoltre, per il Teorema 3, se K & un ipergruppo di cardinaliti, n, in cui wy e K/fy
hanno rispettivamente m ¢ n — m -+ 1 elementi, allora K ¢ un (H, G)-ipergruppo
di sostegno |JA4,;, ove |H| =m, |4;,]=1 VjeG* ¢ |G| =n—m+1,
jeq

quindi 3w € {1, 2,...,7}, v e {1, 2, ..., s} taliche H ~ H, ¢ ¢ =~ G,; pertanto X,
a meno di isomorfismi, & uno degli »-s ipergruppi gid considerati.

Teorema 5. Sia (I, %> wn (H, G)-ipergruppo, allora K ¢ ciclico sc, ¢
solo se, G & un gruppo ciclico.

Dim. Sia & ciclico con generatore ¢ ¢ mostriamo che Yz € 4,, « genera K.
Sia y e K, allora 3j e G tale che y € 4;. Certamente In € N* tale che i”=j,
da cui, per definizione di =, % x"= 4;, cioé ye=x a".

Viceversa, sia K ciclico con generatere &; per definizione di %, » non pud
appartenere ad H, per cul Ji € G* tale che h e A,. Proviamo che ¢ genera G.
Sia je G; Yy e A, An € N* tale che y € % h». Per il Lemma 1 ¢ poicheé gli insiemi
4, sono a due a due disgiunti segue che % h*= A4; e quindi, per definizione
di =, 4" == 4.

Corollario 1. Il numero degli ipergruppi ciclici non isomorfi, in cui il
sostegno, il cuore ¢ il quoziente modulo f*, hanno rispettivamente n, m, n —m -+ 1
elementi & uguale al numero degli ipergruppi non isomorfi di cardinalitd m.

Dim. Segue subito dai teoremi 4 e 5 e dal fatto che tubti i gruppi ciclici
di ordine # — m - 1 sono isomorfi & Z,— ;-

Corollario 2. () Il numero degli ipergrappi non isomorfi, in cui il so-
stegno, il cuore ¢ ¢l quoziente modulo (%, hanno rispettivamente n, 2, n—1 ele-
menti ¢ uguale al prodotto del numero 8 per il numero dei gruppi non isomorfi
di cardinalita n — 1. (I1) GU ipergruappi ciclici non isomorfi, in cui il sostegno,
il cwore e il quoziente modulo f* hanno rispettivamente n, 2, n — 1 elementi sono otto.

Dim. Per il Teorema 6 di[7],, a meno di isomorfismi, gli ipergruppi di
cardinalith due sono otfo, pertanto dal Teorema 4 e dal Corollario 1, segue

P’enunciato.

Corollario 3, Se I, x> ¢ un ipergruppo di cardinalitd 3, in cui il cuore
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wx ha 2 elementi, allora, & meno di isomorfismi, K ha wna delle sequenti tabelle

" di moltiplicazione

a b ¢ a b e « b ¢
a a b ¢ ab | ab ¢ a a a, b ¢
b ) a ¢ a, b a ¢ ) a, b a, b c
¢ ¢ ¢ a, b ¢ ¢ a, b ¢ ¢ ¢ a, b
a b c a b ¢ a b ¢
a a b ¢ a b c a @ a, b ¢
b a,b | a,b ¢ b a, b [ b b a, b c
¢ ¢ ¢ a, b ¢ ¢ a, b ¢ ¢ ¢ a, b
« b ¢ a b ¢
a a a, b ¢ a,b | a b ¢
b a, b b ¢ a,b | ab ¢
¢ [ ¢ a, b [ ¢ a, b

Dim. Per il Teorema 3, (K, x> ¢ un (H, §)-ipergruppo, ove |H| = 2,
G={1,2}, E=4,U4,, |4,|]=1. Quindi, per come & definita iperopera-
zione in un (H, G)-ipergruppo, per il Teorema 6 di [7], e per il Teorema 2, si

ha la tesi.

3 — Teorema 6.

Se (K, %) ¢ un (H, G)-ipergrappo di sostegno K = | 4.,,

1EG

con H ipergruppo quasicanonico ¢ Al =1 Vie G*, allora {(K,*> ¢ quasica-

nownico (4).

Dim. Proviamo che X possiede una identitd scalare. Sia ¢ ¢» Pidentitd
sealare di (H, o); allora Vo e H si ha wx ¢ = woe = {a} ed ¢% 2 = ¢ow = {a};

(*) Un ipergruppe H & quasicanonico sc & reversibile, ha una identitd scalare ¢ ognj
elemento ha un unico inverso ([1]2, [2]).
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se {o} = A, 2% e¢=c¢x 2= A,= {o}, quindi « ¢» & identitd scalare di (X, ).
Mostriamo che

() VeeX 3Flo'eK tale che zxax'Na’'xaxde.

Se » e H certamente d!2' € H tale che mos’ N a’ox 3¢, da cui, per definizione
di %, segue (-).

Sia {#} = A,. Certamente 3!j € ¢ tale che i-j = j-i = 1. Posto {y} = 4,
dalla definizione di =, si ha @ % y = y % v = H 3 ¢. 8i noti che y & unico, perché j
& unico.

Resta da provare che (K, ) é reversibile. Sia zeaw % y. Se (v, y) € H? cer-
tamente Jy’ € H tale che z ezoy’ e quindizezx 9. Se (v, y) e A, x4d,e k = i+,
poiché I!s € @ tale che i = k-s con s = j~1, posto {u} = 4,, si ha zez* u,
con u inverso di y perche s = L

Immediata conseguenza del Teorema 6 & il corollario seguente.

Corollario 4. Se K ¢ un (H, G)-ipergruppo, di sostegno K = U 4, con
[A;] =1 Vie G*, allora 10

(I) Se H ¢ canonico, si ha che K ¢ quasicanonico.
(II) Se H é canonico ¢ G ¢ abeliano, st ha che K é canownico (5).

Lemma 5. Se {K,=)> é un (H, G)-ipergruppo, di sostegno K = {J 4,,
posto (xfy)y= {u € H|zcuoy} ¢ (w/y)z= {pe Kjzcv*y}, si ha ed

1) V@, y) e H* (2]y)x= (2[y)x,
(2) Y(zmyy)e A, xA; (2fy)e= A, se m =1i-jL,

Dim. (1) Dalla definizione di % si ha che Y(z, y) € H? © % ¥ = woy, quindi
(@/y)x C (2]y)x. Del resto non esiste alcun elemento v € K — H tale che z € v % y,
perché in tal caso esisterebbe 4 e G* tale che ve 4, e si ofterrebbe z e H,
zevsky =4, cioé HN 4,50, il che & in contrasto con la definizione di
(H, G)-ipergruppo. Allora (z/y)y= (2/y)x-

(2) Se we A;, vy = A,, da cui per definizione di %, supposto ve 4,,
si ha m = i-j~L Vieeversa se v € 4,, con m = ¢-§~%, cerbtamente x € v % y, quindi
v E (@fY)x.

{®) Un ipergruppo H & canonico se & quasicanonico ed & commutativo (_[2}, [13]_).
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Teorema 7. Sie (K,x> un (H, G)-tpergruppo, allora K ¢ uno Join Space
se, ¢ solo se, H ¢ uno Join Space e G ¢ abeliano (%),

Dim. 8ia K uno Join Space. Allora H e @G sono commutativi. Sia
(myy, 2, 0) e HY e (x/y)g O (2[t)ys£ 0. Per il punto (1) del Lemma 5 segue
(@ly)e N (2[t)x550, da cud essendo K uno Join Space, si ha che z%t N y*xz = 0.
Quindi @ot N yoz 50, cio¢ H ¢ Join Space.

Viceversa sia G abeliano e¢ H uno Join Space. Occorre provare che
Y(x, y, z, 1) € K* vale Pimplicazione seguente

() (@feN E)e=0 s tNyxez£0.

Se (z,y,%2,t) e H la dimostrazione ¢ analoga a quella della prima impli-
cazione del teorema. Se (w, 7y, 2,1) € H xH X H x 4,, allora per il Lemma 5 si
ha (@/y)r= (2/y)n € (2t)x= A; con § = i~%, Pertanto il primo membro di (-)
& vuoto.

Alla stessa conclusione si perviene quando (w, ¥, 2,t) appartiene ai seguenti
insiemi: H X H x4, xH, Hx A, xHXH, A;xHxH xH. Sia (z,9, z,t) e HXH
XA;xA;. Dal Lemma 5 segue che (#/y)x= (2/y)y ¢ (¢/t)x= H. Per come si
¢ definito Piperprodotto  si ha 2%t = A4,=yx2 e quindi vale (-). Se
(x,yy2,0) e HX HX A, X A;, il primo membro di (-) risulta vuoto. Se
(@, y,2,) e HX A, X A;} H, allora (afy)x= 4, con p=1i"1 (2ft)r= 4,
A, N A;540 implica p = j. Inoltre x % ¢ = ot C H, y x 2 = H e (-) & verificata.

Con procedimenti analoghi ai precedenti si verificano facilmente tutti gh
altri casi al variare della quaterna (z,w,2,%) in K4

Teorema 8. Sia (I, x) un (H, G)-ipergruppo ¢ sia Ty Vipergruppo totale
avente per sostegno H, allora {A(XK), 7y & (Ly, G)-ipergruppo (7).

Dim. Sia K =J 4,. 8i sa che liperoperazione =’ in (T, G)-ipergruppo
iEG
¢ cosi definita: V(z,y)eH? w#'y=HNV(z,y)e A, XA, +HXH zx'y= A,
se 4§ =k, ‘

(%) Un ipergruppo commutativo I & uno Join Space s¢ V(z, y, ¢, 1) € H* vale I'impli-
cazione (#/y)g N (3/t)y # O —wol N yoz # 0 ([5], [14]).

(") 8i chiama ipergruppo totale (sull’insieme H), lipergruppo (H, o> tale che
Y(z, y) € H2, moy = H. )

Si denota con {4(X), (3> il completamenio dell’ipergruppo (K, o), ciod ipergruppo
~gostruito sul sostegno K ponendo V(w,y) € K* @[]y = €glwoy) ([11]),
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Mostriamo che VY(z,y)e K* 2 [y = x%'y.

Se (z,y)eH?, allora 2y =Crlesy) =orx(@2y)=H=x(zxy)=H
# (woy) == Holxoy) = H.

Se (,y)e d; x4d;==HxH, allora posto i-j=~% in & si ha xzy
= Cr(zxy) = Crld;) = A;.

P.

P.
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