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P. AzzimoNDI ¢ C. SCARAVELLI (%)

Sul punto unito comune a due applicazioni

in spazi metrici generalizzati (**)

1 - Imntroduzione

Diamo qui alcuni teoremi di punto unito comune a due applicazioni di uno
spazio metrico generalizzato (&, d), completo, in sé. La definizione di questo
spazio (gia introdotto in[1};,, e ivi chiamato H-spazio) & la seguente: «F
& un insieme, e d: B X E > Z+ una applicazione che verifica le seguenti proprietd

() dlwy, ) =0 <> @, =2, per x,, v, X,
(b) d(w,, x,) = d(@,, ;) per @, #, € I,

(e) esistono: un sottoinsieme 4 di #Z+ contenente un intervallo 0 'a
(@ > 0), una costante reale 7>1, e una funzione ¢: 4 — Z* infinitesima nello
zero, tali che, per ogni @y, ®,, ws€ B, d(xy, .)€ Ad = d(2:, @) <pld(@r, @)]
+ Td(2,, x;) (proprieta triangolare generalizzale: p.t.g.) ».

In questi H-spazi (che sono spazi di Hausdorff) si possono introdurre (e
trattare alla stessa stregua che negli ordinari spazi metriei) le nozioni topo-
logiche e di completezza. Segnaliamo perd che Uapplicazione d ¢ uniforme-
mente continua se ¢ solo se T = 1: in generale, anzi, non & neppure conlinua
(efr., ad es.,[1],).

Per brevitd negli enunciati dei teoremi che seguono non verra pit detto che
qui consideriamo ancora, ¢ soltanto, H-spazi (B, d) completi. B resterd pure sot-

(*) Indirizzo: Dipartimento di Matematica, Universith, via dell'Universita 12,
43100 Parma, Italy.

(**) Lavoro eseguito nell'ambito dei Gruppi G.N.LM. e G.N.A.T.A. (C.N.R.) e con
fondi M,P.I, — Ricevuto: 11-X1-1982,
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tinteso che 4, v, ¢ e y {ove compaiono) sono rispettivamente Pinsieme, Ia co-
stante, la funzione indicati in (c) e la funzione vw: EXE— 01 cosi definita

d(wy, ,)
/ (P [d(mh wﬁ)]

(1) Y@y, B,) ==
\1 per (x,, x,) tale che d(wy, x,) ¢ AN{0} .

per (@, ®,) tale che d(w,, 2,) € AN\{0}

Com’¢ evidente (cfr. ancora, ad es.,[1],;) gl spazi metrici sono H-spazi
particolari con A =g+, v =1, ¢ funzione identica (¢ p = 1).

In 2, in particolare, diamo teoremi nei quali quella che potremmo
chiamare «ipotesi di contrattivita comune » [efr. (2), (9), (9), (11), (18)] viene
fatta soltanto relativamente alle variabili distinte, mentre in 3 diamo un teo-
rema nel quale tale ipotesi [efr. (19)] viene fatta relativamente alle variabili
non necessariamente distinte. In 4, poi, oltre a qualche considerazione sui casi
particolari, segnaliamo sia il fatto (preannunciato alla fine di[l];) che per
fi= 1. il Teorema 6 diventa esattamente il Teorema 1 di[1]; (con ovvie conse-
guenze nel caso metrico), sia il fatto che il Teorema 6 contiene un’ipotesi che
inserita nel quesito posto alla fine di [3],, permette di dare una risposta affer-
mativa al quesito stesso, che, altrimenti, come si sa (cfr. [8], es. 5), avrebbe
risposta negativa.

Infine vogliamo notare subito che (anziché procedere secondo direttive ten-
tate da altri Autori negli spazi metrici: cfr., ad es., [2], {31, [4], [5], [7], [8],
9], [10]) nellipotesi di contrattivita comune dei teoremi 1, 3, 4, 5, 6 abbiamo
cercato di coinvolgere a primo membro il minor numero possibile delle sei distanze
Af@)y falwr)) (r=1,2;8=38—n,2;h=1,7A8; k=1,7A(8—h)), ¢ a se-
condo membro abbiamo messo tulte le nove distanze d(wy, ®,), Aw,, f;(21)) (4, F,
h=1,2). Infatti riteniamo che questo sia un modo naturale di procedere nello
studio del punio unito comune a due applicazioni. E solto questo aspetto avere
il risultato del Teorema 6, dove a primo membro di (19) ci sono soltanto le due
distanze d(f(21), fo(@5)), A(fi(21), fi(@s)), € a secondo membro tutte le nove di-
stanze di cui sopra prive di coefficienti che mon siano 1)t (si ricordi che
negli spazi metrict v = 1), pud ritenersi soddisfacente: tanto pilt che avere a
primo membro la sola distanza d{f.(z,), fo(#,)) non basta neppure nel caso me-
trico anche se a secondo membro ci sono soltanto cinque di quelle nove di-
stanze (cfr., appunto, [8], es. 5).

2 - Teoremi con ipotesi di contrattivita comune a variabili distinte

Teoremp 1. Siano fi, fo.: B — I due applicazions tali che, per tuiti gli
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Ty, T, € con @, % x,, 81 abbia
(2) A(fu(@), fr(@2))

1 .
Lo max {d(wn 3), P @y f1(®2));  Aus(@y, 22) A, Filwn)): 4,5 =1, 2}7

r=1,2; 0<a<l;

W@y, )

T+ 1

Iy = }tm = ;*21 = i; 2-22 =

Se esiste un punto u, € B per il quale la successione
(3) gy Uy = [1{Un_y) (n=1,2,3,..)
ha gli elementi tutic diversi fra loro e
(4) A Unyy Un_100) EA (n,p=1,2,3,..),
allora f, ed f, hanno in comune un solo punto unito.

Dim. Oltre alla (3), consideriamo la successione

(8) Vn = fa(tn_y) (n=1,2,3,..).
Si ha allora
© qu-1

(19) Y V¥V max {rkd(un_s, feWnsin)): 7=1,2; k=0,1,2, ..., 8}

n=1 &=0

<o max THFA(tn_s sy fr(Wnosaye)): 7=1,2; b=10,1,2, ..., 58 + 1}.

Infatti, applicando la (2), tenendo presente (3) e (5) ed eliminando i termini
superflui, cioé i termini ripetuti e quelli che non possono essere massimo (es-
sendo anche « << 1), si ottiene successivamente

<« n—1
YV OV max £ d(wa_s fr(tn_sys)): ¥ =1,2; k= 0,1,2, ..., s}

=l s=0
= max {TFA(f(Un_oa)y FrlUnsyi)): 7 =1,2; k= 0,1,2, ..., s}
< o max {TF A Un_s_yy Uns1)y T A (Un_s_ay [5(Un_sir)) 5
T-k‘ld(uvws-[-lu ;fi(/u’n—sﬁ»lc)) ’ T_kd('”’n_s_la f:;(un_s_1)) ’
T Dy (U o 1y Wngyre) AWngiry Fi(Unsa)): T=1,2; k=0,1,2, ..., 8}
= o MAX {TFWUn_s_1y Unosyr)y T2 Un_ssy Unpa)y T U Un_o 1y Vnsiai)s
T A (Un_g ity Ynesrgr)y T M Un_syry Vnosyarn)s FUns gy Vpes),

’lp(un—s—19 7/(’n~—s+k) d

T4+ 1

Tk (Un_spry Vns): b=10,1, ..., s} )
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Da qui, potendosi applicare, per (4), la p.t.g. di (¢) a d(#,—srry V,—;), € sfrub-
tando sia la banale disuguaglianza

(6) a + yb< (14 y) max {a, b} (a, b, y=0)

che la definizione di v data da (1), si ha anche

o g1
(7 VoV max {tFd(ta_, fr(taepa)): 7=1,2; k= 0,1, ..., s}
n=1 s=0

f

<o MaX {TFA(Un_s g0y [r(Ungrn)): 7=1,2; b =0, k;
0,

k 1,...,s+1};

f

cioé, considerando il massimo (dei massimi) a primo e a secondo membro,

© g1
Y V max {r"»‘d(u,,_,., frltnipi)): 7=1,2; 4=10,1,...,7; k= 0,1,..., z}

n=1 §=0

I

< omax {TEA(ta_i_1yny Fr(Uaiagn)): 7=1,2; b =0,k
0

i=0,1,...,§; k=10,1,...,i+ 1};

I

oppure, eliminando ancora i termini superflui,

@ p—1
V OV max ot @ty folttn_ipn)): 7 =1,2; i=0,1,..,§; k=0,1,...,4}

n=1 j=0

< o max {75 A(n_s_zy frltnsapa)): 7 =1,2; k=0,1,...,j +1} .

Quest’ultima disuguaglianza contiene, in particolare, l'asserto.

(29) m d(t,, fr{w,)) =0 (r=1,2).

>0
Infatti da (1°) si ha subito (r =1, 2)

Vo d(tn, fr(2a)) <o max 5% A(tn_yy Fi(Unsi)): §=1,2; k=0, 1}

<o MaX {TFd(Up_g, fi(Un_oga)): §=1,2; k=10,1,2}

<o max TR d(uy, fi(w)): f=1,2; k=0,1,2, ..., 0} .

Ora o il massimo dell’insieme considerato nella riga precedente & d(uy, v,),
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oppure no; se non lo & abbiamo (applicando anche, per (4), la p.t.g. di (e), e (10))
max {T*d(uy, f(u)): j=1,2; k= 0,1, .., n}
= max {d(%y, Uy)y T (g, Fi(ue)): §=1,2; bk=1,2, ..., n}
<max {p[d(uy, u,)], 1 F@[d(%o, )] + TFA(uy, fi(un)): =1, 2;
k=1,2,..,n}

< pld(ug, %,)] + o max {”E_”(l(’lbo, fiw)): §=1,2; v=0,1, ..., n};

in ogni caso quindi si ha (r =1, 2)

@

Vo A, fr(ua)) <o (d(ug, v;)

=1

3

@ Ld(%, %))
v 1—a )

da cul Passerto.

Se ora si procede per induzione, tenendo conto di (2°) (con 7 = 1), della (4)
e della p.t.g. di (c), e del fatto che ¢ & infinitesima nello zero, si dimostra pure che

V o lm @(Uny fi(¥agp ) = HM Aty Unp,) = 0.
p=1 7>t n—>+w

Pertanto la successione (3) & di Cauchy, e, per I'ipotesi di completezza, converge

in E: sia lim %, = u, (}). Abbiamo allora
n->+w

(8) Hm @y, (%)) = 0 (r=1,2).

n=>+00

Infatti, per la (3), la (2) (3), la (4) e la p.t.g. di (¢) [essendo anche da un certo
indice n in poi d{uy, #,) < ¢ e quindi d{u,, u,) € 4], la (1) ¢ la (6), possiamo

() 8i noti che anche la successione (5) converge in F ad w,. Infatti da un certo
indice % in poi d(uy, uy) < a ciod d(u,, uy) € 4; quindi d(y, v4,) <@ld@y,, w,)]
+ wd(n; Vipr) = Pldy, )]+ 1d(un, fo(w)).

(%) 81 noti che tutti i termini della (3) sono fra loro diversi; pertanto w, pud al
piu essere uguale ad un determinato u,: se ¢id capita, per applicare la (2), si elimi-
nano i primi ¢ 4 1 termini,
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serivere successivamente (r = 1, 2)
Wtbnyas frlteg) = A(fy(wn); fr(uy)) '
< o max {d(t,, %y, %d(un, fi(us)), il—[ A1ty F5(104)), A(tny F5(100)), Ay, f1(1)),

P(Uny Uy a

T +1 (u*i;fZ(un)): j::l, 2}

1 . 1 .
< oo Max {d(un, Uy), - @A, Unyy)] + AUy, Fi(ug)), % pld(tg, %,,4)]

+ d(u71+19 f}'(%*))y (Z(un) f:(un))7 d(’“’*: fl(un)) : 7:‘ 1; 2} 3

da cui
Hm" (s frtg)) <omax { Hm” d(w,,q, fi(ug)): j=1, 2} (r=1,2),
n—>+oo n=>to

il che implica

Lm" Aty fr(g)) = 0 (r==1,2),

n->+w

e quindi, appunto, la (8).
Essendo inoltre [da un certo » in poi e per la p.t.g. di (e)],

0 < AWy, frlthg)) <@Lty Unyr)] A+ TA(20p1, Fr(4)) (r=1,2),

con un passaggio al limite (per n — -+ co) si conclude subito che w, = f,(u,)
(r =1, 2), e quindi %, & un punto unito sia per f, che per /..

Se z € E fosse un altro punto unito sia di f, che di f,, diverso da wu,, si avrebbe

(r=1,2)

Az, us) = d(fi(e), f.(u4))
1 1 )
< o max {d(z, uy), = a(z, fi(1s)), = Ay, f{ug))y Az, f5(2)), .
Doilzy y) Ay, f5(2)) : § =1, 2},

cioé d(z, uy) <od(2, uy). Deve pertanto essere w,==z. Il teorema & cosi com-
pletamente dimostrato.
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Teorema 2. Siano fi, f.: B — E due applicazioni tali che, per tuiti gli
@,y € I con @, 7wy, 8T abbia

9) d(f1(x1); ]tr(fvﬂ))

1 .
< o max {d(w, a,), - s, fi(m)), A, filwn): 4,5=1,2}, r=1,2; 0<a<1.

Se esiste un punto w, el per il quale la successione g, 4, = fi(%n—)
(n=1,2,3,...) ha gli clementi tutti diversi fra loro ¢

(10) A(Un_y, %) €A (n=1,2,3,..),

allora f, ed f, hanno in comune un solo punto unito, che & anche Uunico punto
unito di fy.

Dim. Se si considera, come nella dimostrazione del Teorema 1, la succes-
sione (5) di punti di B v,= f(uU,—) (n =1,2,3,...), si giunge alle proprietd
(10) e (20) di cui alla detta dimostrazione, con la conseguente affermazione che

lim w4, =, € B (3). Si mostra poi anche qui la validitd della (8), e si conclude

n—r+o

che w4y = f(uy) (¥ = 1, 2), cioé che u, & un punto unito sia per f; che per f, (4).
Se ora supponiamo che anche z € F, ma diverso da u«,, sia punto unito di f,,

abbiamo (r =1, 2)

Az, wy) = A(f2(2), fr(us))

< omax {d(z; W)y __J; d(z’ ff(u*))y % d(u*y f,(%*)), d(, fl(z))7 d(’“*y fl(z)) p =1, 2}:

ciot d(z, uy) <eod(2, 4y). Deve pertanto essere u, = 2, cioé f; ha un unico punto

\

unito. Il teorema & allora cosi dimostrato.

Teorema 3. Siano fi, f.: I — B due applicazioni tali che, per tutti gli

(3) E si pud ripetere anche guanto affermato nell’annotazione (1).

(%) 11 procedimento dimostrativo & del tutto analogo a quello del Teorema 1, ma
alleggerito dal fatto che nella (9) mancano i due termini d{wy, fo()), [¥(x,, %)/ (x+1)]
«d(%,, fo(®,)) presenti nella (2): per questa ragione, anche, qui basta la (10) invece della (4).
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@y, 2, €H con @54 w,, 8t abbia

(9) d(fh(ml)i fh(wz))

1 ..
< oo Max {d(wl, ), = (@, F5(12)), Ay, f5l@): 4, j=1, 2}, hy k=1,2; 0<a<l.

Se esistono due punti w,, woe Ll per ¢ quali le successiont wug, %, = fi(th,—),
Wy, W, = folw,—1) (=1, 2,8,...) hanno rispettivamente gli elementi tutti diversi
fra loro e d(t,_y, #,) € A, Alw,—,w,) €4 (n=1,2,3,...), allora f, ed f, hanno
i comune un solo punto wunito, che & anche Uunico punto unito di entrambe.

Dim. Segue immediatamente dal Teorema 2 e dalla banale osservazione
che scambiando f, con f, nelle ipotesi del Teorema 2 allora f, ed f, hanno ancora
in comune un solo punto unito, che, perd, & anche 'unico punto unito di f,.

Teorema 4. Siano f,, f.: £ —+E due applicazioni tali che, per tutii gli
@y, Ty € I con xyF @, st abbia

(11) a(fulws), fr())

1 .
A(@:y fi(w2))s A(wsy filey)): 4,5 =1, 2}7 r=1,2; s=3—7, 2;

=

< amax {d(z;, ©,)

0<<a<<1.
Se esiste un punto u, € ¥ per il quale la successione
(12) oy Un = f1(tn_1) (n=1,2,3,..)
ha ogni elemento diverso dal successivo (u,—yscu,, n=1,2,...) ¢
(13) AUy, %y) €A n=12,3,..),

Iy

allora f, ed f, hanno in comune un solo punto unito che é anche Vunico punto
unito di entrambe.

Dim. 8i consideri di nuovo la successione di punti di B v,=f,(%,—1)
(n=1,2,3,...) [cfr. (5), Teorema 1], e, dato n e#", qualunque sia s =0, 1,

s 8

2, ..o, n—1, distinguamo il caso (a) \/ %n—e1r7 Un—s—1, dal caso (D) J wp—eyr
=1 k=1

= 4,.,—;; teniamo poi presente che, comunque, per ipotesi, deve essere

Uipps 7= Uy »
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Nel primo caso per la (12) e con una banale maggiorazione si ha subito
(14) max {r—kd(un_g, FrlUn_spi)): 7=1,2; k= 0,1, ..., s}
= ax {T_kd(h(un_.s_a)y Frtnsir))y TFA(frln_ca)y folaoa)):
r=1,2; k=0,1, ...,s} )
e, applicando la (11),

(14)’ max {T——kd(fl(un—s—lb fr(un«s.i-k))} T—kd(fl(un—s—l)) fz(un—s—l)) .
r=1,2; k=0,1, ..., s}
< o MAX {TH AU g 15 Un_gy2)y TE2A(Ung 1y Fi(Unsrr))s
TRt d’(un—s-g-k; fi(un—s.l,—l:))} Tk d(un_s—u fi<u71-—s-—1))7 Tx d(un—s—;-k’ f;‘(un—s-l)) :

i=1,2; k=0,1,..,s},

o anche, tenendo presente (12) e (5), ed eliminando al secondo membro i ter-
mini superflui (e¢ioé i termini ripetuti e quelli che non possono essere massimo),

(14)" max {&*A(fy(a_s 1)y Fr(ta_sin))y TEQ(r(Unosoa)y Faltinosy)): 7 =1, 2;
k=0,1,..,s}
< o MAX T F AU sy Wnsyn)y T2 AUy 3y Unga)y TE 2 Uy Vnogyryn)y
T A (Un_gpry Yn_syrin)y T 2@ (Un_gpry Vnosiipn)s
U thn_ozy Vnos)y THA(Unspry Vns): = 0,1, ..., 8}.
Di qui, applicando la (11) ai termini T*d(Un—gir, Vns)= T75A(f1(Up—s—1tz),

folthpes-a)) (B =1,2,...,8) (%), ed eliminando ancora i termini superflui nella
formula che cosi si ottiene da (14)”, si ha

(15) max {T.—k d(fl(un—-s-l)) fr(7‘11_3+k))7 Tk (l(;fl(un—s—l)’ fﬂ(un—-s—-l)) :
r=1,2; k=0,1, .., s}

< o max {TF s apny frlnosapn): 7=1,2; h=10,k; k=0,1,..,s+1},

da cui, per (14), la (7) della dimostrazione del Teorema 1, con la condizione
restrittiva (a), nella quale ora ci froviamo.

(®) I1 termine d{w,-y,v,—;) viene tolto, non potendo essere massimo del secondo
membro di (14)".
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Nel secondo caso, essendo per la (12)

(16) max {TFA(Un_sy fr(thn_ssz)): 7=1,2; b= 0,1, ..., s}

= max {T# Ay (Un_s_1); Frltnospa)): 7=1,2; k= 10,1,..., 8},
si trova subito

(16) max {T-*A(W,_gy frltln_epn)): 7=1,2; E=0,1,...,5}

o

= max {I—kcl(fl(fzt,._s_l), Frlta_si)): #=1,2; k=0,1, ..., l_c} ,

dove % <s & il primo numero naturale per il quale si ha %,—7 = %,_,,. Infatti,
se nel secondo membro di (16) comineciamo col considerare gli s - 2 argo-
menti -1y (1 =0,1,2,...,8--1) di f, e f,, ¢i accorgiamo che (per quel k)
tali argomenti, in virty di (12), ripetono tutti i valori dei primi & -+ 1 argomenti
Up—geaan (B =0,1,2, ..., k) (%).

Pertanto nel secondo membro di (16) i valori delle distanze d{fi(%,—s-1),
frlttnosir)) (r=1,2; k=0,1, ..., s), si ritrovano tutti, per (12) e (5), fra i valori
di tutte e sole le distanze @{fi(wa—s)y frlWnosiz)) ("=1,2; k=0,1,..., k) (7);
e quindi [per (16)] essendo anche 7>1, si ha immediatamente (16)'.

Ora, se teniamo conto che #, 5= %,—s—, € ricordando ancora che 7>1,
si ha sucecessivamente

(16)" max {T*A(fy(%n 1)y frlthneia)): 7=1,2; k= 0,1, ..., k}
= max {T—_ﬁd(]‘l(u"_s_l), fz(un_s—1))7 ‘E“kd(]‘l(un_s__l), fr('u’n—5+k)) or=1,2;
k=0,1,..,k—1}

< max {T“k d(fl(un—s—l)y fr(un_s+k)), TF A(fy(Un—s1), fz(un—s—l)) : r=1,2;

k=0,1,..,k—1}

(°) Pit precisamente, se indichiamo con [«] la parte intera di @, e con R il resto
della divisione fra s -+ 1 e % 4 1, di argomenti che per un dato & ripetono il valore
di %,_gq4n c& ne sono [(s + 1)/(& + 1)] se k<R, ce ne sono [(s + 1)/ + 1)]—1 se
7> R. Inoltre tali argomenti sono, per ogni h, U,—syintigens dOVe 4= 1,2, ..,
[(s + 1)/(E + 1)] se h <R, oppure i =1,2,..., [(s + 1)/(E + 1)]—1 se k> R.

(") Si poti che per k = & d(fy(tn—s—1)s f1(8n-ssx)) = O.
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o anche, per la (11) (8),

(16)”  max {z‘kd(fl(u,,_s_l), Frlthn_spr))s T"’*’d(]‘l(un_s_l),‘fg('u,,,_s_l)) :or=1,2;
b=0,1,..,k—1}
<omax {TFA(Un_y 1y Un_gyr)y T2 (Uneory Fi(tn_sir)),
’L’_k—ld(?l,n__s_z_k, ]‘,-(%,,_SAHC)), T*A(Ups_s f;i(u11—s~1))y r""d(u,,_“rk, Fi(tn_ss)):

§=1,2; k=101, ...,k —1}.

Ma la (16)” & la (14)" dove al posto di ¢ si metta &k — 1. Pertanto con gli stessi
passaggi fatti allora si perverra alla (15) con % —1 al posto di 8; quindi per
la (16)", la (16)’, ed essendo & — 1 <C s, 731, si ha la (7) (della dimostrazione del
Teorema 1) con la condizione restrittiva (b), nella quale ora eci troviamo.
Dunque vale la (7) in ogni caso. A questo punto, usando lo stesso proce-
dimento dimostrativo di cui al Teorema 1, si arriva sia alla proprietd (1°) che
alla proprieta (2°) della dimostrazione dello stesso teorema, con la conseguente

affermazione che limu, = wu, € ¥ (*). Inoltre qui avremo
n—rtoo

(1n Lm d(Woggay fr(2g)) = 0 (r=1,2),
+

>0

essendo ., (k=1, 2, 3, ...) una sottosuccessione della successione (12) a punti
tutts diverst da uy (19).

Infatti per (12), una banale maggiorazione, (11) (essendo Wy 75 Ug)y (13)
e la p.t.g. di (c) [essendo anche da un certo indice & in poi d(wus, Ugirr) < @ ©
quindi d(ay, %y,,,) € A], possiamo serivere successivamente, per r = 1, 2,

d(“d(k)_p.; frltey) = d(fl(uv(k)); fr(u*))
< max {d(fl(“tf(k))7 fl(u*))y d(fl(uv(k))y fz(u*))y d(fl(ua(k)), fz(’”fﬂ(k)))}

1 1
= max {d(ua(k)’ )y T Ao, fi(ux)), o Aty Fi{us))y Aoy, F(%au)),
Aty (o)) § =1, 2}

1
< o max {d(uﬂ(k); Ug), z (4 [d(ud(k)y “O'(k)+1)] -+ d(ud(k)+17 f:(u*))y

%‘P[d(’”’*: Uows1)] -+ (Uowias F1(U4)), @Yoty F:(%own))s A(wsy fi(Uow)): §= 1’2} ’

(8) Che possiamo applicare in gquanto £<s & il primo numero naturale per cui si
ha wpesif = Up—sy-
(°) Si veda anche I’annotazione (1).
(**) Una tale sottosuccessione esiste in quanto dall’ipotesi u, , s u, (n=1,2,...,)
discende che deve essere Uy, 5% ey (=0, 1, 2,...,) e quindi basta prendere g, = 1.y
2k 2k+1 o(k) 2
80 gy 7= Uy OPPUTS Uy = Ugpyy 86 Ugp = Uy (k= 0,1,2,...). :

12
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da cui (1), sempre per v =1, 2,
Hm” @(topyp1s fr(Uy)) <ormax {lim” A(Wogrgry Fi(1e)): §=1, 2} ,

k>t B>t

il che implica
lim” d(tous1s fe(uy)) = 0 (r=1,2),
F~—>t-co

e quindi, appunto, le (17).
Essendo poi, da un certo indice k [p.t.g. di (¢)], e per r =1, 2,

0 <d(u*7 fr(u*)) <(p[d(’u/*, 'u’ﬂ'(kH-l)] + T d(“d(k)+17 fr(u*)) y
con un passaggio al limite (per & — -}- oo) si conelude subito che 4, = f,(u,)

(r=1, 2), e quindi %, ¢ un punto unito sia per f, che per f,. Se z € & fosse un
altro punto unito di f,, diverso da u,, si avrebbe (ricordando anche che o < 1)

max {d(2, uy), d(z, f(2))}
= max {d(fi(2); (), Afa(2), F2(2)), AFu(e); Folwn)}

< amax {4z, ty), d(u, ()}
< o8 max {(e, 1), = Az, 1E))} 5
cioé, essendo 7>1,
max {d(z, ), Az, F:(9)} <o max {dz, ug), 4 f()} -

Deve pertanto essere z = u,. Analogamente se y € I fosse un altro punto unito
di f, diverso da u,, si avrebbe max {(Z(fu*, ¥)y Ay, fl(y))} <o max{d(u*, ),

Ay, 1))} e Ay, fily)) <o max {d(uy, y), dus, 1(y))}. Quindi deve essere
y = auy. Il teorema & cosl completamente dimostrato.

Teoremsa 5. Siano f,, fo: B — B due applicazioni tali che, per tulli gli
Xy, Ty € B con ® £ w,, si abbio

(18) d(fr(ms)j fh(wl))

1 .
< o« max {d(mly %), z d(wi’ fi(wz))y d(mu f:‘(wl)): 5, 7=1, 2}’ =1, 2
§=38—12; h=1,7A8; O<a<1.

(11) Tenendo anche presente (2°) e I’annotazione (°).
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Se per ogni @, € B ¢ d(a,, file))) € 4, allora f, ed f, hanno in comune un solo punto
wnito che ¢ anche V'unico punto uwito di entrambe.

Dim. Fissato u, € B/, consideriamo la successione di punti di E: Ug,
Uy = fi(tt,—) (0 =1, 2,...), e distingniamo il caso che sia %, ,su, per ogni
n e, dal caso che sia %, = u, per qualche n €4

Nel primo caso, poiche dalla (18) segue la (11) del Teorema 4, e dal-
Vipotesi d(y, fi(#)) € 4 per ogni z, € B, segue la (13) dello stesso Teorema,
abbiamo immediatamente la nostra tesi.

Nel secondo caso u,, (almeno) & punto unito di f, [essendo per defini-
zione 4, = f,(t,-.)]. Se 2z € B fosse un altro punto unito di f, diverso da Wpei,
(ciod fi(z) = 25t u,y = fi(w,—1)), usando (due volte) la (18), ed eliminando
(due volte) i termini superflui (cioé i termini ripetuti e quelli che non possono
essere massimo), ed essendo anche 731, si avrebbe

max {d fu(#), fi(%n_1) ) d(f (Un_q), fl(un——l))y d(ff (2), fo(n_s ) d(f (2), falu n-—l))}
< o0 max {d(t_y, 2), (2, 12(2)), A2, fo(tay))}

< o max {d(f,(u,_y), [1(2), Ufal2), Fi()), A(fa(ns)y [2(2))y A(foltas), f2(2))}
< o max {d(2, n_s)y A(Un_yy Foltn_s))y Wity 1)},

cioé
max {d(z, ), Afoltny), n_s), A(fa(2); Uny)}

< o max {d(zy Uy_y), d(fz(un—x); un-—l)y d(fz(z)y un——l)} .

Deve pertanto essere z = u,_;.
Mostriamo ora che u,_, & punto unito anche per f,. Se cosi non fosse, sarebbe
U1 7 fo(Uy—); quindi per la (18) si avrebbe

max {d(fl(fz(’”'n_1)): f1(un-1)) d(fz Up1),y F2(2 n—l)) d(fz(f"(un—ﬂ) fl(“n-l));
d(fz (%n1)) fz(un_l))}
< oo Max {d(1a_y, fo(¥ay)), %(Z<f2(un—1)7 fulfa(ta_s)))}

Max {A(fy(%a_s), fi(folthns)))y A(FelFoltbns))s fulfil un—l)))y
(fz Un1)y f1(f2('“n—1)) d(fz Un_1), Una ))}
< o« max {d(fg(un_1), %71__1), d(uﬂ—-li fz(fz(“n—l)) )} ;
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da cui, essendo anche <1 e 1/r<1,

max {@(fo(tns)s Ynv)y Afalfo(ta)); %as)}

< o max {d folthn_s), un—l)’ ( fo(falttnz) ) ’U'n_1)}

Deve pertanto essere u,—; = fo(#,-1), cioé «,_, & punto unito anche per f,, ed &,
ovviamente, 'unico comune ad f, ed f,. Resta da dimostrare che u,-, é Punico
punto unito di f,. Se z e E fosse un altro punto unito di f,, diverso da %,-,
per la (18) (ricordando anche che f,(%,—) = %,-:), ed eliminando i termini su-
perflui, si avrebbe max {d(fl(’l‘n~1)’ 1)), @(fa(2), f1(2))y A(fo(tn—1), f1(2)); A(fol200—1),

2) )} <od(w,—, #), da cui, con una banale maggiorazione, d(%,—y, 2) <od{ty-, 2).
Deve pertanto essere u,_,= 2.

Il teorema & cosi completamente dimostrato.

3 -« Un teorema con ipotesi di contratiivitd comune a variabili non necessaria-
mente distinte

Teorema 6. Siano fi, f,: B — B due applicaziont tali che, per tutti gli
@y, @, € B, si abbia

(19) A(fulw1), f:(22))
< o0 Max {d(wn @p)y 1/7 &(@;, 11(®2))y A2, fi(24)): 4,5 =1, 2}7 r=1,2; 0<a<l.

Se per ogni w € B & d(wy, f(2:)) € A, allora f, ed f, hanno in comune un solo
punto unito che é anche Punico punto unito di entrambe.

Dim. TFissato u,€ B, consideriamo la successione di punti di E wu,, u,
= fi(thm) (m=1,2,...), e distinguiamo il caso che sia u,15=u, per ogni
neAN, dal caso che sia u,., = u, per qualche n €4

Nel primo ecaso, poiché la (19) vale qualunque siano x,, z, € F, si ha,
per &= @y, A(fi(a), folay)) <o max {d(ay, f;(1)): j =1,2} 0<a<<1: e questo
vale banalmente anche per a;5¢2,! Da cid e dalla (19) considerata per
@5 %, 5i ha la (11) del Teorema 4. Inoltre dal fatto che sia d(w,, fu(w:)) € A per
ogniw, € I, segue la (13) dello stesso teorema : pertanto si ha subito la nostra tesi.

Nel secondo caso, #,, che & sicuramente punto unito di f,, ¢ anche
punto unito di f,. Infatti, per la (19) siha d(w,-1, fo(tn—)) <o Mmax {A(ty_1,
Fiwam)): 1 = 1,2} = ad(Upmr, fo(tsa)), € quindi 4, = fo(%,—). Se ora zeF
fosse un altro punto unito di f, diverso da Un-1, €550 lo sarebbe banalmente
anche per f, (si ripetono i passaggi fatti relativamente a u,—,); inoltre dalla (19)
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si avrebbe @(fy(n-1), fl(z))<0¢ max {d('lb,,_l, 2), (1/7) (%1, f;(z))y (I/T)d(za fi(z))i
d(un——ly f(tn))s a(z, fa‘('un-—l)): j=1, 2‘}: 0@(ty—1, &), €106 A(tp1, #) <AA(Uy—1, 2),
e quindi 2z = %,_,.

Infine, la funzione f, non pud avere altri punti uniti diversi da u,—,; infatbi
se fosse @ = f,(%), we B, per la (19) si avrebbe (7, f,(W)) = d(f.(w), f,(@))
<ad(%, /(%)) e quindi % sarebbe punto unito anche per f,. Deve pertanto es-
sere U = U,y

I1 teorema & cosi completamente dimostrato.

4 - Alcune considerazioni finali

(a) Notiamo che per f,= f, il Teorema 6 diventa esattamente il Teorema 1
di [1];. Poiché (come abbiamo ricordato nell’Introduzione) gli spazi metrici
sono H-spazi particolari, il Teorema 6 considerato negli spazi metrici diventa,
per fi=f,, il teorema 1(a) e (b) di[3]; (o il teorema di [6]). Anche da questo
punto di vista, pertanto, questo Teorema 6 &, a quanto c¢i consta, una novita.

{b) Come diciamo all’inizio, nei teoremi di questo lavoro seguiamo la via,
che riteniamo naturale, di awmentare al massimo il numero delle distanze
considerate al secondo membro delle ipotesi di contrattivitd e di ridurre il piu
possibile quello delle distanze a primo membro delle stesse ipotesi. B chiaro che
in questo modo il Teorema 2 e i Corollari relativi di [1]; diventano casi parti-
colari di aleuni dei teoremi presenti qui solo se si fanno le evidenti ipotesi ag-
giuntive che un confronto fra le due situazioni impone. Da questa angolazione
allora 1 teoremi noti negli spazi metrici, gid citati come casi particolari del
Teorema 2 e dei Corollari relativi di [1];, possono diventare anche casi parti-
colari di quelli di questo lavoro (eitiamo soltanto, per brevita, i teoremi 1 di [2],
1 di[4], 3 di [5], 14 di [7], 2.1 di [9], 1 di [10]); e cosi pure lo possono diventare
sia il Teorema 2.2 di [9], sia il Teorema 9 di [8], la cui prima parte & proprio,
nel caso metrico, il Teorema 2 di [1]; (*2).

(c) Alla fine del lavoro [3], viene posta la domanda:

Se (I, T) sono due applicazioni di uno spazio metrico M completo in
8¢ soddisfacenti la condizione d(Fz, Ty)<qg max {d(w, Y), U=z, Fo), dly, Ty),

d(z, Ty), d(y, Fw)} per qualche ¢ << 1, F' e T hanno un punto unito comune?
Ebbene, 'esempio 5 di {8] da risposta negativa alla domanda cosi posta.

(**) Quando abbiamo scritto [1];, non era ancora a nostra conoscenza il lavoro [8].
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Osserviamo perd che il nostro Teorema 6 pud servire a dare una risposta
affermativa se nella domanda stessa si aggiunge Dipotesi d(Fz, Fy)
<¢ max {d(m’ Y), (=, Fw), Ay, Ty), d(z, Ty), d(y, Fm)}

LJ.

M.

M.

Bibliografia

. Azzimonpi e C. SCARAVELLI: [+], Un teorema del punto unito in spazi metrict

generalizzati, Riv. Mat. Univ. Parma (4) 5 (1979), 773-780; [+], Un’osser-
vazione su wn teorema del punto unilo im spazi metrict generalizzati, Riv.
Mat. Univ. Parma (4) 7 (1981), 507-508; [«]; Teoremi di punio unito per
applicazioni in spazi melrict generalizzali, Rend. Ist. Matem. Univ. Trie-
ste 15 (1983), 39-49.

K. CHATTERIEA, Fized point theorems, C. R. Acad. Bulgare Sci. 25 (1972),
727-730.

B. Cirié: [+1, 4 generalization of Banach’s coniraction principle, Proc.
Amer. Math. Soc. 45 (1974), 267-273; [+], On common fized points in uni-
form spaces, Publ. Inst. Math. (Beograd) (N.S.) (38) 24 (1978), 39-43.

. KannaN, Some results on fized points, Bull. Caleutta Math. Soc. 60 (1968),

71-176.
S. KmaN, Cirié’s fived point theorem, Mat. Vesnik (28) 3 (1976), 393-398.

. MAassa, Generalized contractions in metric spaces, Boll. Un. Mat. Ital. (4)

10 (1974), 689-694.

. E. Ruoapzs, 4 comparison of various definitions of contractive mappings,

Trans. Amer. Math. Soe. 226 (1977), 257-290.

. P. R. SastrY and 8. V. R. Naipvu, Fived point theorems for generalized

contraction mappings, Yokohama Math. J. 28 (1980), 15-29.

SEN Gurra, On common fimed point of operators, Bull. Caleutta Math. Soec.
66 (1974), 149-153.

S. Wong, Fized point theorems for generalized mon-expansive mappings,
J. Austral. Math. Soc. 18 (1974), 265-276.

Summary

We give some common fimed point theorems for mappings f;, fo: B — H, where (I, d)
is a complete generalized metric space previcusly introduced, taling advantage of wvery
general common contractivity hypotheses, that we think to be natural hypotheses; from this
point of view such theorems are of a certain interest.



