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Lautra NI1CcOLO-AMATI GORI (¥*)

Un metodo iterativo per la soluzione

di un problema ai limiti con argomento deviato (*¥)

1 - Introduzione

In questo lavoro si eonsidera un problema ai limiti per una equazione dif-
ferenziale del 2° ordine non lineare, con argomento deviato, del tipo

(1.1) " (t) = f[3, a(t), #(A(%, =(t))) ] 0<i<a,
(L.1), #(t) = @u(f) <0,
(1.3)s @(t) = galt) i>a.

Un notevole interesse & stato riservato, in anni recenti, allo studio di problemi
di questo genere, poiché le equazioni con argomento deviato si prestano a fornire
modelli matematici di processi in vari eampi dell’applicazione.

Tra i lavori dedieati a questo argomento, ricordiamo, ad esempio [2], [53],,
[6], (11],», dove vengono dati teoremi di esistenza ed unicita della soluzione,
sia nel caso di equazioni lineari, che non lineari; per queste ultime risultati
molto generali sono contenuti in [5],; in [9] viene dato un teorema di esistenza
ed unicitd della soluzione di un problema ai limiti, per un’equazione differenziale
non lineare con argomento deviato, di ordine n.

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica Applicata, TFacoltd di Ingegneria, Via A.
Scarpa 10, 00161 Roma, Italy.
(¥¥) Ricevuto: 2-X1-1982,
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Per 1a soluzione di problemi del tipo (1.1) & difficile fornire metodi numerici
efficienti a causa della presenza dell’argomento deviato; risultati in questo
senso sono contenuti, ad esempio, in [4] e in [10], limitatamente al caso che
Pargomento h{t, #(f)) sia un argomento ritardato.

In questo lavoro verrd generalizzato un metodo iterativo dato in [1] e
in [3], per problemi relativi ad equazioni differenziali ordinarie del primo e
secondo ordine rispettivamente; si giungerd cosl a dare delle condizioni suf-
ficienti per la convergenza di un metodo, atto alla valutazione numerica, che
conduce, in pari tempo, alla esistenza ed unieitd della soluzione di un problema
del tipo (1.1).

2 - Alcune premesse

In questo paragrafo verranno premessi alecuni concetti, dei quali si fara
uso in seguito, e che riguardano disequazioni differenziali non lineari, relative
ai numeri derivati secondi (secondo Schwarz) ottenute in [7].

Una qualsiasi derivata di una funzione x(¢) sard indicata con D’'x(?), la

derivata seconda superiore secondo Schwarz ([8]) con D x(t). Per ogni funzione
dotata di derivata seconda, risulta ([7])

(2.1) Dia(t)>— |a"(1)].

Una funzione I'[t, 2(1)] si dice ([7]) generalmente monotona in x(t), con t e [0, a],
se, ammesso che equazione omogenea z"(t) + A (f)2'(t) + L) 2() = 0 abbia
una soluzione positiva in [0, a] e detta x(f) una soluzione della equazione

(2.2) &"(1) + M) &' () = FTt, a(0)],
;‘isulta valida la
(2.3) Ity at)] — Tt )] >— A@O=0) — 20, 2@ >Z(@).
Sussiste il seguente teorema, dimostrato in [7].
Teorema 1. Nelliniervallo [0, a] la funsione F[t, »(t)] sia continua e ge-

neralmenie monotona in x(t), la funzione y(t) sia continua e soddisfi la disequa-
.zione differenziale

(24) Dyy(®) + A D'y(t) > L2, y(0)],
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con le condizioni

(2.5) y(0)<z(0),  y(@)<(a),

dove Z(t) ¢ soluzione di (2.2). Risulta allora, per t € [0, a]

(2.6) y(1) <) -

3 = Metodo iterativo

In questo paragrafo sara trattato il problema (1.1), supponendo che ’argo-
mento deviato h[Z, 2(f)] sia indipendente da x(f). Posto

Jy = (— oo, 0], I=1[0,a], Jy == [a, 4 oo,

le funzioni @(t) e @,(t) siano continue e limitate in J; e J, rispettivamente;
posto poi

(3.1) M = max (max|p(t) |, max |g,(t)]),

teJy 1EJy

si definiscono gli insiemi
(3.2) G=[—- M, M, H=[0,2M], D=IXGxG, E=IxHXH,
e si suppone che la funzione 2(t) sia continua in I, la funzione f(t, 2, %) sia con-
tinua in D e verifichi le seguenti ipotesi («) e (f):

(a) il problema  a'(t) = flt, a(t), 9(t)], 2(0) = p4(0), w(a) = gy(a)
ammetta un’unica soluzione x(f), per ogni fissata ¢(f) € G;

(8) risulti, in D, |f(¢, =, 9)— (4, %, )] <F<t’ le—Z|, ly—7gl),
con I'(, x, y), continua in F, non decrescente in %, e generalmente mono-
tona in @, per qualsiasi ¥ = ¢(t), con ¢(f) e H.

In base alle ipotesi su F(¢, z, ¥), e al Teorema 1 & intanto possibile dimostrare

" il seguente
Teorema 2. 8% supponga che: (y) il problema ai limiti

(3.3) @)+ Pl o), g1 =0 tel, a(0) =0, a(a) =0

. abbia un’unice soluzione wx(t) € H, per ogni fissate g(t) e H;
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(8) i problema
(3.4) o"(t) + F[t, 2(t), o(h(®))] =0 tel, xt)=0t¢I,

abbia unicamente la soluzione banale (1); allora la successione (w,(t)) di funzioni
soluzioni dei problemi

rw:(t) -+ F[ta ’I/U"(t), wn_1(h(t))] =0 te I,

(3.5)

W,(0) = w,(a) =0 n=12,..)
con
(3.6) wo(t) =2M Vi, w,(t) =0, t¢l (n=12..),

risulta non crescente e uniformemente convergenie a zero.

Dim. Dalle (3.5), (3.6) segue che, per t € I, w;(t) & soluzione del problema
(del tipo (3.3))

w, (1) + Flt, wi(t), 2M] =0,  w,(0) = wy(a) = 0;

essa & uniea; risulta inoltre 0 <<w, (1) <2M per te I, wy(t) = 0 per ¢ ¢ I; essendo
quindi 0<w,(h(t))<2M, si ha

Tty walt), wy( ()] < FIt, wa(t), 21,
e pertanto per la funzione w,(f) valgono le
w, () -+ F[t, wo(t), 2M) >0,  wy(0) = wy(a) = 0.

Le funzioni w,(t),w,(t) sono dunque nell’ipotesi del Teorema 1; se ne deduce
quindi che risulta 0<w,(t)<w,(#) per te I. B allora facile concludere, proce-
dendo per induzione ed applicando il Teorema 1, che la successione di funzioni
non negative {w,(¢)} & non crescente, per t € I (con w,(f) =0 per t ¢ I) e quindi
convergente. Rimane da dimostrare che essa converge uniformemente a zero.
Detta infatti G, s) la funzione di Green relativa all’operatore T = — 2,
2(0) = a(a) = 0, si pud scrivere

a

wa(z) = G, 8) F[s, wa(s), ways(R(s))]ds (n=1,2,..).

]

(1) Circa I'unicith della soluzione di questo tipo di problemi si veda ad egerpio [5J,.
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Passando al limite per n-> co, e posto w(t)= lim w,(?), si ha che w(f) & soluzione

n—ro

di un problema (3.4) e pertanto lim w,(t) = 0, la convergenza risultando uni-

7>

forme per il noto teorema del Dini sulla convergenza delle successioni mo-
notone.

Preso ora in esame il problema ai limiti che si vuole risolvere

@"(t) = f[t, @(t), 2{h())] tel,
(8.1
2(t) = @.(?) ted; (i=1,2),

si considerino i problemi ai limiti associati

@, (1) = ft, @alt)y @na((2))] tel,
(3.8)

2,(0) = ¢,(0), a{a) = @o{a) mn=12,..),
con

(3.9 i =@0), @@O=g0) ted; (=1,2;n=12..).

Questi problemi, per lipotesi (x), ammettono soluzione unica; in 4 verrd di-
mostrato che la successione {w,(f)} risulta convergente all'unica soluzione di (3.7).

4 - Convergenza del metodo iterativo
La convergenza della successione {z,(¢)} sopra introdotta sard dimostrata

nel teorema seguente, nel quale viene aunche trattato il comportamento della
successione degli errovi g,(t) = |2,{t) — =(t)].

Teorema 3. Nelle ipotesi {e), (B), (p), (5), il problema (3.7) ammette una
ed una sola soluzione x(1); la successione {x,(1)} definita dalle (3.8), (3.9) risulta
convergente a tale soluzione; inolire, posto &,(f) = |w,(t) —x(t)| risulia

(4.1) en(t) <wal?),

dove {w,(t)} & la successione definita da (3.5), (3.6).
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Dim. Introdotte le funzioni

P:(t) ted; (t=1,2)

T+ ¢.(0) tel,

G, s) tel
0 ¢ 1,

il problema (3.8), unitamente alla (3.9), & equivalente all’equazione integrale

2ult) = [T, ) 1[5, (), @na(hls))] ds - 11) -

Evidentemente, il lim »,(t), se esiste, d& una soluzione del problema posto (3.7).

n—>o

Per provare la convergenza della successione {w.(f)}, & sufficiente dimostrare
che lim u,,(t) == 0, dove si & posto

(4.2) U m(8) = [2a(t) — 28} |-
8i osservi che dalle (2.1), (3.8) segue la
Dyt (t) > — |0, (1) — @p(@) | = — [1[8, @a(t); Taa(n(®)] — 1t #a(2), @ma(R()]
e quindi, per lipotesi (), la
(4.3) Dyt () + F[y U@y Wz m_s(R(2))] >0
Poiché dalla (4.2) e dall’ipotesi («) segue che u,,(t)<2M, Ym, n, si ha
Dityn(t) + F[E, im(®), 2MI1>0,  1(0) = (@) = 0,
e dunque, dal Teorema 1 e dalla (3.5) si deduce wuy,(f) <ws(t) ¢ € I, risultando
inoltre, per la (3.9), u.(1) =0 {¢ L.
Tenendo conto di (3.6) si pud dunque concludere che uy,(f) <w,(t) Vi
Procedendo per induzione, ammesso che risulti u,,_l,m_l(t)<w,,_1(t) (m > n),

segue dalle (4.3), (3.8)

Dy thm(t) + [ty th m(t)y waa(B())] >0  tel, Unm(0) = Upm(@) = 0.



{7] UN METODO ITERATIVO PER LA SOLUZIONE DI UN PROBLEMA ... 149

Ma w,(¢) & P'unica soluzione del problema (3.5), quindi si pud concludere che
Uy < W, (8) eI, Upm(t) = 0 t¢l,
dunque Hm 2,,(¢) = 0; la successione {w,(f)} & allora convergente ed il suo
9,M~> ©

limite @(f) & soluzione del posto problema (3.7). Dalla (4.2) segue inoltre la (4.1).
Rimane da provare Punicitd della soluzione. A tale scopo, detta y(f) una

soluzione di (3.7) distinta da =(f) e posto 2(f) =|y(t) — =(f)|, ragionando in

modo analogo a quanto gia fatto si giunge alla

D;a(t) + F[t, 2(2), 2(k(1))]>0 telI, 2)=0 te&l;

da questa, dall’ipotesi (§) e dal Teorema 2 segue dunque che 2(f) = 0.

5 - Un altro metodo iterative

Verrd ora dato un altro teorema che conduce alla costruzione di un metodo
iterativo convergente, provando al contempo lesistenza e unicitd della so-
luzione del problema (3.7). Si modifica Pipotesi (§) con la seguente

(8) la funzione f(t, z, ), continua in D, seddisfi ivi le seguenti condizioni

Sign (w_ i)lﬂt, &y ?/)"‘ f(t’ 57 ?/)i <F2(t, [w_';":[),
|1(t, @y 4) — f(t, @, §)] <F2(t7 ly— i’ﬂ)’

dove Fy(t,x) & generalmente monotona, F,(,y) & non decrescente in y, e
P(t, @, y) = Fy(t, @) + Ia(t, y) verifica le ipotesi (y) e (9). Vale allora il

Teorema 4. Sia dato il problema (3.7), sotto le ipotest (), (6'), (), (0):
st consideri la successione {w,(t)} definita dalle
@,() = f[t, @alt), 2aa(B(®)] 1€,
@a(0) = @1(0), wa(a) = pi(a),
con (1) = @ (0) Vi, ,(t) = @;(0) ted; (i=1,2).
Tale successione risulta convergente ad wuna funzione (i), soluzione wunica

di (3.7), risultando inolive &,(t) = |@.(t) — m(t) | <w.(t), dove {w.(t)} é la succes-
sione non crescente ¢ uniformemente convergente a zero delle soluzioni dei problemi

w::(t) -+ Bt wa(8)] + Bty w, ,(0)]=0 tel, Wy (0) = wy(a) =0,
con wo(t) =2M Vi, w,(t) =0 £ &1,
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La dimostrazione di questo teorema procede in modo analogo a quelle dei
teoremi 2 e 3, utilizzando le proprieta delle funzioni F,(¢, #) e Fyu(Z, y), nonchd
i risultati del Teoremsa 1.

La possibilita di estendere i risultati qui ottenuti al caso pit generale, in
cui Pargomento deviato sia anche funzione di «(f), ¢ allo studio e sard oggetto
di un prossimo lavoro.
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