Riv, Mat. Univ. Parma (4) 10 (1984), 115-122

GIUSEPPE MASTROIANNI (%)

Due eclassi di interi

che generalizzane i numeri di Stirling (**)

Introduzione

In questa nota definiamo mediante i numeri di Stirling di prima e di se-
conda specie, due classi di numeri interi {677} e {z]'7} fra loro « duali».

I numeri o7 sono strettamente legati ai momenti di una classe {Mz
(>0, n € N) di operatori lineari e positivi definita nel lavoro [8], studiata nei
lavori [9] e [3], che, come caso particolare, contiene Doperatore di Favard-
Mirakyon-Szasz [7);. Talune proprietd di questi numeri risultano essenziali al
fine di stabilire aleuni teoremi di tipo asintotico per operatore M%. Inoltre,
seguendo alcuni procedimenti usati nei lavori [1]-[6], & possibile definire,
mediante M%, una nuova classe {M;"k} di operatori lineari. Orbene, proprio
in virtl di una proprietd dei numeri ¢}’7, M, .f ¢ una approssimazione di
; migliore di M,f, per ogni funzione f sufficientemente regolare.

Riteniamo utile per le applicazioni effettuare, in questa nota, un primo
studio dei numeri o7}” e 7.

Assegneremo semplici formule ricorrenti, dimostreremo alecune proprietd ¢
indicheremo le funzioni generatrici. Dedurremo anche alcune identitd concer-
nenti i numeri di Stirling di prima e di seconda specie.

Vogliamo esprimere la nostra gratitudine al Prof. L. Carlitz della Duke
University di Durham per le osservazioni e gli utili suggerimenti.

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica « R. Caccioppoli», Via Mezzocannone 8
80134 Napoli, Italy.
(¥*) Ricevuto: 22-X-1982,
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1 - I numeri o™y

Indichiamo con 87 e s} rispettivamente i numeri di Stirling di prima e di
seconda specie, definiti dalle uguaglianze

n—1

n—1
2 = Zk Szmn——k , = z’v S;: pln=1) ,
0 ]
ove & p=g(x—1)(z— 2) ... (@ —n L+ 1).
Sia inoltre

(1.1) B=s5=1, si=s'=0 sek>n>0.

[ [

Cid posto, definiamo i numeri interi ¢7? (4, j, m, p € N) mediante I'uguaglianza

m .
(1.2) opp = Ap(st18y) = Sl 1) () sy S,
ove la potenza m-ma dell’operatore A, trasforma il pmdotto s71877%| inteso
come funzione della variabile intera p.

Osserviamo ora che per m = 0, tenendo conto della prima delle (1.1), dalla
definizione si ha

(1.3) r=1 (p>0),
(1.4) o7y = s?, 07 = EHE

Quindi, per le (1.4), Pinsieme dei numeri o7";” contiene i moduli dei numeri
di Stirling di prima e di seconda specie.

Una prima proprieta dei numeri o777 & espressa dal seguente

Teorema 1.1. Sussiste la relazione

(1.5) zk (—1Fol2=0 (i>0).

Si ha infatti

< S n m
2u(— ko = Fu(—1)* Ju(— 1) () sprr] Srre]
0 0 0

(=1 () S 1pssgre] Sppe] = 0.

0

QM§
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essendo la somma interna nulla per una nota proprietd dei numeri di Stirling.
Ancora dalla (1.2), tenendo conto della seconda delle (1.1), segue

(1.6) aM?=0 seittj=m-p.

E)
Per ogni coppia (m, p) € N?, esiste, pertanto, al pitt un numero finito di o7

non nulli.
In tal senso una ulteriore informazione viene dal

Teorema 1.II. Qualsiasi sia Vintero positivo p, se i,j, m € N verificano
la relazione (%)

i<,

allora si ha o} = 0.
Infatti si dimostra facilmente per induzione che &
AT =0 se m> 27, APRITT=10 se m>2j.

Pertanto, se m > 2¢ 4+ 2j o equivalentemente, fissato m, se ¢ 4 §j < [(m-- 1)/2],
si ha

&Iom

opy = Ap(s7|8571) = Zaly) AisTTN AT S = 0,

cioé D’asserto.
In particolare &
010

(1.7) gme =0 m>0, p>0,

24 b 24
o

Z

(1.8) o3 = ( J(2i—D)1 (2j =11 p>0,

(1.9 o = (26 —1)!! >0
%50 p ’
(1.10) o¥p = (2j—1)!! p>0.

(1) 8i indica con [«] la parte intera di ae R.
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Immediata conseguenza del Teorema 1.XI sono le seguenti identitd concer-
nenti i numeri di Stirling di prima e di seconda specie

i+r 92 1
(1.11) (_._1)r3‘;}i+r+1 e gk( l)t»Lk ( 24 j’:{i };}—‘ ) :"H: 3 >O ,
X itr 2 ¥ 1 .
(1.12) (—1)r|Sztril] = zlk( 1)+ ( 7;:? )| 83 >0,
(1.13) (— 1)7sgrteitrid | Qikeitr]

ititr 94 + 7]+7 + 1
e +itk i+i+k Qi+k .
D e I L 7

Osserviamo ora che la (1.2), mediante la qualesono stati definiti i numeri o7%?,
pud essere anche utilmente impiegata per il loro effettivo caleolo. Tuttavia, a
tal fine risultera piti semplice fare uso delle seguenti formule di ricorrenza

(1.14) ot =7p, U:r::rlm = (p +m +1—1d)o}, + mol 7,
(1.15) g;;;’ =P, o'::+1m = (p + m)o oyr + mom:llg ,
(1.16) ol ={(p+m 41—}, + (p +m— 1)o7,

+ m(o7 — o)

oveé m,%,j>1 ¢ p>0.

Ometteremo le dimostrazioni di (1.14) e (1.15) perche perfettamente ana-
loghe alla seguente dimostrazione della (1.16).

Si ha infatti

= APR(sE]S5]) = Ap(Ais?]82]) = AT(|S5H Ays? o+ 7487

= A7((p +1— s, [8777) + A7((p — 95718 -
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D’altra parte si ha
Ap((p +1— )] 8724
= (1) A(p + m 41— i — ) Aps(sT | Sy
= (p + m 1 —i)ops 4 mop e,
Ar{(p —i)s2|S2zi]) = Zx ) Ax((p + m —i—k)(Ay=+(s718721])

= (p + m —1i) o2, + Mo,

sostituendo si ottiene facilmente la (1.16).

Le formule (1.3), (1.6), (1.14), (1.15), (1.16) ed il Teorema 1.IT consentono
di ottenere il seguente

Teorema [1.1I1. Qualsiasi siano m, p,i,jEN, é

>0 se [m—[—l

P 2
G:ﬂ

=0 nei rimanenti casi .

I<idj<m+4p—1

Segnaliamo ancora i seguenti casi particolari

(1.17) ot = m>0, p>0,
(1.18) opit = (m 4 p)! m >0, p>0.

Si verifica infine che una funzione generatrice & data dalla

© /ym mtp—1 . .
1.19 . zm < 1)m+p "y (— 1)1$m+p—z—-: gmtp—i O-;':;ﬂ
5 m! =

= e=2 D71 + z{ev — 1),

m-+ 1 d
2

ove M = [
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Riportiamo, a titolo di esempio, i primi numeri 67"}, con p = 0 ed m<6.

0|01 002 00 36 0 0 0 24 24 0 0 0 15 150 120
101030 06 12 0 0 05060 O 0 0 45 410 360 O
000 37 060 0 3 50 0 O 0 45 403 390 0 O

00 00 1015 0 0 0} 15 168 180 o 0 o0

1 0 0 0 0| 25 31 0 o 0 O

1 0 0 0o o0 O

2 - I numeri 77%7?

Con le notazioni gia introdotte, definiamo i numeri 7} mediante la posizione

(2.1) wpp = Ap(185157) = Sul—1)m () |8 syt
0 (

Come risulta evidente, i numeri ¢} si possono ottenere dai numeri o}'}”
scambiando i numeri di Stirling di prima specie con quelli di seconda specie;
diremo, per questo, che i numeri ¢7'” e 77" sono fra loro « duali».

Inoltre, come fra breve vedremo, i numeri 7}’” conservano numerose pro-
prietd dei numeri ¢7?.

%)

Si ha infatti

(2.2) =1 p>0,
(2.3) = |83, h=s],

e quindi anche Pinsieme dei numeri 77 contiene i moduli dei numeri di Stirling.
Dalla definizione segue pure

(2.4) =0 i +j>=m-+p.

Valgono anche i seguenti teoremi dei quali si omette la dimostrazione perché
analoga a quella dei corrispondenti teoremi relativi ai numeri of'}:

Teorema 2.I. Sussiste la relazione

(2.5) Su(—1pg . =0 i>0.

0
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Teorema 2.IL. Per ogni pe N, se m,i,je N wverificano la relazione
i 4 j<[(m+ 1)/2], allora & )= 0.

Le formule (1.7), (1.8), (1.9), (1.10), (1.11) e (1.12) possono completamente
riproporsi con la ovvia sostituzione del simbolo ¢ con 7. Alla (1.13) subentra
naturalmente la duale

(2.6) (— 1) | Spetestren [g2ititrin
ititr i 24 24 ¥ 1 L
— ;k("“' 1)1.+7 H1 ( ’:}I;—}—? ?.++ 7:*_ ) lS;—H-i—k f&‘?H‘ r> 0.

Al fine di stabilire analoghe formule iterative, col procedimento gia usato
per dimostrare le (1.14), (1.15) e (1.186), si ottengono per ogni p> 0 le seguenti
formule ricorrenti

(2.7) =, TRt = (m+ )Ty e,
(2.8) TE=D, TfP= @4 mb 1), 4wy,
(2.9) = (p + m) T 4 (P m 11— i ),

—1, ~1,
+ (75 4 s
con m, %, j>1.
In particolare, per m>1 e p>0, si ha
,L_1n+1,1: _ (m + p)! , ,L.m-i-l,p = 1

mtp,0 T 0,m+p

Le formule (2.2), (2.4), (2.7), (2.8), (2.9) ed il Teorema 2.II consentono la
dimostrazione del

Teorema 2.ITI. Qualsiasi siano m,p,i,j€ N, si ha

>0 se [m_*_1

o l<t+j<m+p—1,
'r’.n:.w< -

22

=0  nei rimanenti casi .

I numeri 77" risultano sufficientemente caratterizzati e facilmente
calcolabili,
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A titolo di esempio, riportiamo i primi numeri 7" per p = 0 ed m<6.

00
1

1
0

001 0 031 0 0 0101 0 0 0 15 25 1
030 0 660 0 0 40 10 O 0 0 45 165 15 0
200 31100 0 50 35 00 0 45 385 8 0 0
6 000 20 50 0 00 15 375 225 0 00

24 0 0 00 130 274 0 0 00

120 0 0 0 00

Una funzione generatrice dei numeri 7'y ¢ data da

(2.10)

1]
(2]
(31
[4]

(5]
(61
7
(8]
(9]

M.

Lt ym m=1 o .
Sn 2 Doy o Pgnieme = [(1 — )+ p2] -
0

m

m!
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Summary

Two classes of integer numbers related to moments of linear positive operators are in-
troduced and studied by using Stirling’s numbers.
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