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SEBASTIANO FRANCAVIGLIA (%)

Su una ecaratterizzazione metrica

di proprieta di misurabilita di multi-mappe (**)

Introduzione

In questo lavoro studieremo alcune proprietd di misurabilita di multi-
mappe F: ¥— Z(X) dove ¥ & un insieme su cui ¢ dato un reticolo .IL g-addi-
tivo [3];.

Viene principalmente affrontato il problema della caratterizzazione di tali
proprietd e viene data una applicazione alle successioni di funzioni.

In 1 stabiliremo la simbologia e le necessarie definizioni; in 2 stabiliremo
due teoremi di caratterizzazione ed un teorema sulle commutabilits delle pro-
prietd di misurabilitdh con il limite di successioni di funzioni f: X — ¥. In 3
stabiliremo un altro teorema di carvatterizzazione per la Hausdorff semicon-
tinuitd superiore.

1 - Sia (X, d) uno spazio metrico separabile non vuoto, Z(X), #(X), ¢(X)
rispettivamente gli ingiemi dei suoi sottoinsiemi non vuoti, dei snoi sottoinsiemi
chiusi non vuoti, dei suoi sottoinsiemi compatti non vuoti.

Una multimappa ¢ in generale una applicazione F: ¥ —Z(X), dove ¥ &
un insieme.

Ricordiamo che, se ¥ & uno spazio topologico, una multimappa F & semi-
continua superiormente (semicontinua inferiormente) se per ogni insieme @
aperto (chiuso) in X, linsieme {ye ¥|F(y)C G} ¢ aperto (chiuso) in Y.
(Vedi [3], pag. 173 e seg.).

(*) Istituto di Matematiche Applicate « U. Dini», Facoltd di Ingegneria, Univer-
sitd di Pisa, 56100 Pisa, Italy.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.A.T.A. (C.N.R.). — Ricevuto: 22-X-1982.
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In ¥ ¢ dato un reticolo o-additivo L, cioé una famiglia di sottoinsiemi
di ¥, che contiene ¢ ¢ ¥, chiusa rvispetto alla intersezione finita ed all’unione
al pitt numerabile di elementi. Indicheremo con — I Ia famiglia degli insiemi
complementari di quelli appartenenti ad L.

Ovviamente — L & una famiglia chinsa rispetto all’unione finita ed all’in-
tersezione al pitt numerabile di elementi.

Se L & una o-algebra, cio¢ & chiusa anche rispetto alla differenza dei propri
clementi, allora evidentemente L = — L.

Seguendo [3];, porremo le seguenti definizioni.

Def. 1.1. (i) Sia data una multimappa F: ¥ —Z(X). Diremo che I' ¢ di
classe L+, e sceriveremo I'e L+, se e solo se per ogni insieme @, aperto in X,
Pingieme (F-1)"(@) = {y|F(y) C G} € L, o equivalentemente per ogni insie-
me I, chinso in X, linsieme F-YK) = {y|F(y) N K= 0}e— L. (ii) F ¢
di classe L, e scriveremo I e L, se e solo se per ogni insieme G aperto in X,
linsieme F-Y(@) = {y|F(y) N G = 0} € L, o equivalentemente per ogni insie-
me K, chiuso in X, Pinsieme (F-)"K) = {y|F(y)C K} e — L.

Nota. (j) Se ¥ & uno spazio topologico e L ¢ il reticolo degli aperti,
Fe Lt gignifica che # ¢ semicontinua superiormente e F e L~ signifiea che F
& semicontinua inferiormente.

(jj) Sia ¥ uno spazio topologico dove sono definibili le classi Boreliane
B, additive e moltiplicative. Si ricorda che le eclassi B, additiva e moltipli-
cativa, dove o & un ordinale minore del primo ordinale non numerabile, si
definiscono per induzione transfinita sngli ordinali prendendo come B, additiva
la classe degli aperti, B, moltiplicativa la classe dei chiusi e definendo B. ad-
ditiva come la classe delle unioni al pitt numerabili di insiemi di classe moltipli-
cativa Bgcon f < « ed equivalentemente per la B, moltiplicativa. (Vedi[3]; § 30).

Allora se L & la famiglia dei Boreliani della classe additiva By e I = -1,
dove f: X — ¥, F e L~ significa che f trasforma aperti in Boreliani della classe
additiva B. ¢ F e L+ significa che f trasforma chinsi in Boreliani della classe
moltiplicativa B..

Analogamente alla Def. 1.1 per multimappe porremo la seguente defini-
zione per funzioni univoche.

Def. 1.2. Sia f: X — ¥ una funzione, X ¢ ¥ come nella Def. 1.1, di-
remo che
(i) f ¢ di classe L, e scriveremo f e L, se ¢ solo se per ogni insieme @,
aperto in X, P’insieme f(G) = {y|f~'(y) N G = 0} € L, o equivalentemente per
ogni insieme X, chinso in X, Vinsieme f(X) = {y|f*(y) S K} € — L;
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(ii) ¢ di classe I+, e scriveremo f € L+, se e solo se per ogni insieme K,
chiuso in X, linsieme f(K)e — L, o equivalentemente per ogni insieme G,
aperto in X, Pinsieme f(G) e L.

Nota. (j) Se L & il reticolo degli aperti, f € L+ significa che f ¢ nna fun-
zione chiusa, e f € L~ significa che f ¢ una funzione aperta.

(ji) Se L ¢ il reticolo dei Boreliani della classe additiva Ba, { € L~ signi-
fica che f appartiene alla classe divetta (x)~ (vedi [41), f € L+ significa che f
appartiene alla analoga classe diretta («)*, cioé f trasforma chiusi in Boreliani
dalla classe moltiplicativa di ordine o.

2 — In questo paragrafo daremo due teoremi per caratterizzare l’apparte-
nenza di una multimappa alla elasse L+ o L~ e, come corollari, analoghi teo-
remi per funzioni univoche.

T1 Teorema 2.1 generalizza un analogo risultato provato in [4]. La dimo-
strazione & essenzialmente la stessa e la riportiamo per completezza.

Teorema 2.1. Sia F: ¥—P(X) wna mullimappa surgetiiva, (X, d) uno
spazio metrico separabile. Allora le seguenti proposiziont sono equivalenti:
(i) B e L. (ii) Per ogni e > 0 esiste una famiglia al pid numerabile Ze = {Z°}
di clementi Z° € L tale che per ogni x € X esiste un insieme W C X, tale che
zeW, diam W<e ¢ F-Y(W)eZe

Prova. (i) —(ii). Sia Fe L. Poich¢ X & metrico separabile, per ogni
e> 0 esso & ricopribile eon una infinitdh 2l pitt numerabile di sfere aperte
B(,, ¢2) = {we X|d(@, ,) < ¢/2}. Posto Z; = F-(B(w., ¢[2)), risulta che
Z¢ e L perché F e L~ e pertanto la famiglia &¢ = {Z°} soddisfa (ii).

(ii) — (i). Sia G un aperto in X. Dobbiamo provare che F-(G) e L. Per

ogni &> 0 poniamo Z° = U {Z: e Z¢|Yu e Z;, F(u) N G+ 0}.

Tvidentemente Zee L. Proveremo che esiste un & opportuno per cni Ze
= FY@). Se y e Z¢ allora, per qualche nel, si ha yeZ; e F(y) N G == .
Cosicche ye F-Y(G) e Z¢C I*(G) qualunque sia e.

F1(@) % 0 per la surgettivitdh di F, sia quindi y € F-Y(G) e scegliamo
zeF(y) N G il che & possibile essendo F(y) N G == 0.

Poiché G & aperto e contiene , esistono per (ii) e>0 e WCX tali che
ze WC @, damW<e, e F-Y(W)eZ=

Sia Z¢ = F-1(W), allora per ogni 7 € Z¢, si ha che F(7) N W= 0 e cid im-
plica che F(7) N G % 0 e quindi Z;, C Z&. Poich¢ w € F(y) N G N W=Fy)NnW
segue che y e F-Y(W) = Z: ciot y € Z¢ e F*(G)C Z=. ‘
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Teorema 2.2. Sia F: Y- €(X) una multimappa surgetiiva, (X,d) uno
spazio metrico totalmente limitato. Allora le sequenti proposizioni sono equivalenti:
(i) Fe L+ (ii) Per ogni ¢ > 0 esiste una famiglia al pit numerabile Z¢ = {Z°}
di elementi Z° € — L tale che per ogni chiuso K C X esiste un numero finito di

insiemi W, C X, i =1,...,7 tali che KC JW,, diam W, < e ¢ F-Y(W,) eZs,
P=1, .., &1

Prova. (i) — (ii). Essendo X totalmente limitato, per ogni ¢ > 0 & rico-
pribile con un numero finito di sfere aperte B (z,, ¢/2), n =1,...,s.

Posto Z, = F~Y(B(w,, £/2)), visulta Z¢ e — L in quanto F e L+ e quindi la
famiglia 2= {Z,} soddisfa (ii).

(ii) — (i). Sia K un chiuso in X. Dobbiamo provare che F-1(K)e — L.
Fissato &; = 1/i, i € IN\{0}, esistono W3, ..., W contenuti in X tali che

T 1
(3) Kcyu Wic Q.= {old, K) <=},
i=1

perche diam W7 << 1/i, avendo eliminato gli insiemi W§ tali che Wi N K = 0.
Segue che per ogni ¢ e N\ {0},

(35) )P (U W) = U 25 = V. cF-(Qs)
J=1 F=1

(23, = F-}(W}) e F-* commuta con I’unione).
Ciascun Ve e — L perché unione di un numero finito di elementi di — L.
Dalla (jj) segue che F-Y(K)C () V., dove [ Ve — L perché intersezione
i=1 i=1
di nna infinitd numerabile di elementi di — L.
Dalla (jj) segue anche che

(i13) FHE) € Ve N FQe) -

Proveremo che [} F(@s)C F*(K) per cui i tre insiemi in (jjj) risulteranno
nguali. =t
Infatti, se y € () F-YQe), y € F-1(Qs) per ogni ie N\{0} e ciod

=1

iv) Fly)N Qe 0 per ogni ie N\{0}.

Cid implica che F(y) N K 5= 0, altrimenti, essendo F(y) compatto e K chiuso,
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la distanza di F(y) da K sarebbe strettamente positiva e per un ¢ e N suffi-
cientemente grande risulterebbe F(y) N Qe = § contro la (jv).

Quindi, essendo F(y) N K = 0, ye F(IK).

Corollario 2.3. Sia f: X — ¥ una funzione surgettiva, X uno spazio
metrico separabile. Allova le seguenti proposizioni sono equivalenti:
() fe L. (ii) Per ogni e > 0 esiste una famiglia al pit numerabile Z¢ = {Z2}
di elementi Z: € L tale che per ogni x € X esiste un insieme W C X tale che xe W,
diam W <Ce, ¢ f(W)eZe.

Corollario 2.4. Sie (X, d) uno spazio metrico totalmenie limitato ¢ f:
X - ¥ una fungione surgettiva tale che, per ogni y € X, [~4(y) ¢ compatto in X.
Allora le sequenti affermazioni sono equivalenti: '
(i) fe I+ (ii) Per ogni e > 0 esiste una famiglic al pit numerabile 2= {73}
di elementi Z° € — L tale che per ogni insieme I chiuso in X esiste un numero
finito di insiemi W, CX, i =1, ...,r, tali che

KcNW,, diamW,<eg, f(W,)eZ i=1,..,r.

=1

Nota. Il Corollario 2.3 costituisce una generalizzazione del Teorema 2
in [4]. Da tale teorema si pud dedurre un teorema di convergenza (Teorema 3
di [4]) che enunciamo omettendo la dimostrazione che ¢ identica a quella in [4].

Teorema 2.5. Sia (X,d) uno spazio metrico separabile ¢ f: X - Y,
fo: X — ¥ funzioni surgettive tali che:

() f.e L. (ii) Vye ¥, f~Uy) C Lif Y(y), cioc per ogni x € f~X(y) ¢ per ogni
intorno U di = esiste un 7 tale che per ogni n>7 U N7 y) 5= 0, o equivalente-
mente per ogni x € {1(y) esiste una successione {@,} convergente a x con w,€ f,(y).

(iii) Per ogni ¢ >0, posto per ogni ne N
P ={ZecY|\ViefZ)xefNZ): d, Z) <&},

ogni y € ¥ appartiene ad infiniti I, .

(iv) Per ogni e >0 ¢ por ogni ne N, I,e L. Allora fe L.

Nota. {(j) La dimostrazione del Teorema 2.5 si basa sul fatto di dimo-
strare che f~*(y) soddisfa la (ii) del Teorema 2.1.
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(ji) Questo teorema, al di 1& del Teorema 3 di [4] c¢i d&, per esempio,
condizioni affinché una successione di funzioni che trasformano aperti in in-
siemi che hanno la proprietd di Baire conservi tale proprieta a1 limite. Ricor-
diamo che un insieme 4 C X ha la proprietd di Baire se e solo se differisce da
un aperto G C X per un insieme di 1* categoria, cioet ANG ¢ @\ A sono in-
siemi di 1* categoria.

(jjj) Le ipotesi del Teorema 2.5 sono piu deboli di quelle del Teorema 5
di § 6 di [3]; in cui & richiesta la compattezza delle contro-immagini e la con-
vergenza uniforme di f,'(y) secondo la metrica di Hausdorff.

3 — In [1] viene presentata una diversa caratterizzazione per la semiconti-
nuitd superiove, introducendo le seguenti definizioni.

Def. 41. 8ia F: ¥ — Z(X) una multimappa, ¥ uno spazio topologico,
allora B ¢ Hausdorff semicontinua superiormente (H-s.c.s.) in ¢y, € Y se e solo
se per ogni &> 0 esiste un intorno W di y, tale che W C (F-4)"(B[F(y,), ¢,
dove B[I'(y,),e] = [| Bz, e).

ZEF(ye)

Def. 4.2. Sia DCX limitato, definiamo misura di non compaitezza il

numero
YD) =Inf{r >0|D =1 D,, diamD,<r} .
qe

Def. 4.3. Definiamo frontiera attiva di F(y,), indicata con °A{F(y,)},
come segue: » € 0A{F(y,)} se e solo se per ogni intorno U di # e per ogni in-
torno W di y,, U N {F(W\F(yo)} # 0. Equivalentemente

PA{F(yo)} = N {FWINF (o)},

we¥ (vo)

dove 7(y,) € una base di intorni di y,.

La caratterizzazione di [1], rvipresa in [2], ¢ data dal seguente teorema
(Teorema 4 di [1]).

Teorema 4.4. Sia (X, d) uno spazio metrico completo, ¥ uno spazio topo-
logico che soddisfa il 1° assioma di numerabilite in y, ¢ I': Y—P(X). Allora
Fy— P(X) é semicontinua superiormente in y, se ¢ solo se

(i) I é H-s.c.8. in Y.
(i) Lim Y{E(WIN\T (o)} = 0, dove {W,} ¢ una base numerabile di in-

torni di 9,.
(i) QA{F(y)} € F(yo).
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Nota. Nel Teorema 4.4, se F ¢ in particolare una multimappa da Y in
F(X), lipotesi (iii) & ridondante. Infatti se X ¢ uno spazio metrico e ¥ soddisfa
il 1° assioma di numerabilith in y,, posto p(y,) = Sup d{x, F(y,)}, vale il
segiente lemma. a€d{4r (o)}

Lemma 4.5. Sia F: ¥ —P(X) una multimappa, X uno spazio metrico,
Y uno spagio topologico che soddisfa il 1° assioma di numerabilita in y,. Allora,
se I' ¢ H-s.c.8. in iy, risulta y(y,) = 0.

Prova. Per ogni ¢ >0 esiste un intorno W. di y, tale che F(W,)C
B[F(y,), ¢/2]. Sia z€ 0A{F(y,)}. Allora si ha

w € F(Wo)\F(yo) € BLEF(yo), /2] S B[F(40), ¢]
cheimplica y(y,) < ¢ e, per Parbitrarvietd di ¢>0, p(y,) =0.

Corollario 4.6. Sia F: ¥ - F(X) unae multimappe H-s.c.5. in ¥y, X uno
spazio metrico ¢ ¥ soddisfi il 1° assioma di numerabilitd in y,. Allora 0A{F(y,) )}
C (o).

Secondo le tecniche del paragrafo precedente daremo qui una caratteriz-
zazione della Hausdorff semicontinuita superiore.

Lemma 4.7. Sia (X, d) uno spazio metrico separabile, ¥ uno spazio topo-
logico ¢ I': ¥ — %(X) una muliimappa. Allora le seguenti affermazioni sono
equivalenti:

(i) F ¢ H-s.c.s. per ogni ye Y.
(i) Per ogni ¢ >0 e ye Y Vinsieme ()" {B[F(y,), €]} ¢ aperto in Y.

Prova. (i)— (ii). Sia 7e (F-1)"{B[F(y), l}.
Hvidentemente F(j) C B[F(y), ¢]. Poiché F(y) & compatto esiste un &' >0

tale che B[F(¥), ¢'] CB[F(y), ¢].
Poiche F & H-s.c.s. in 7, esiste un intorno W di 7 tale che

W (B BIFG), 1} € (F-9){BIF(), ]} -

(ii) — (i) Se y e Y, poiche (F~1)"{B[F(y), ¢]} & un aperto che contiene y,
& esso stesse un intorno di y che soddisfa la definizione di H-s.c.s.
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Teorema 4.8. Sia (X, d) uno spazio metrico separabile, Y uno spazio
topologico ¢ I ¥ — € (X) una multimappa. Allora le seguenti affermazioni sono
equivalenti:

(i) I ¢ H-s.c.s. per ogni ye Y,

(i) per ogni e> 0 esiste una famiglia al piv numerabile Zs = {Z°%} &
-sottoinsiemi aperti di Y tale che per ogni y € Y esiste un insicme W C X tale che
Fy) S WCB[F(y),e] ¢ (F)N(W)eZ-.

Prova. (i) —(ii) Per ogni ¢> 0 si ricopra X con una infinitd numera-
bile di stere aperte B(z,, £/2) e si ponga W, = B(x,, /2).
Definiamo £ Ia famiglia formata da insiemi del tipo Z° = (I'~1)"(W), dove
T
W= [JW,. Sia yeY. F(y) ¢ compatto, quindi
=1

FlyycU W, = Wc B[F(y), €] .

=1

Dobbiamo provare che (F-1)"(W) & un insieme aperto. Sia § C (F-1)*(W),
allora F(y) € W C B[I'(y), ¢].

Poiche F(y) & compatto, esiste ¢’ > 0 per cul #(§) C B[F'(), '] C W C B[F(y), £].

Poiché 7 ¢ H-s.c.s. in ¢, esiste un intorno U di 7 tale che

UC (F-4)NBIF(), &'} € (FHNW) .

Quindi (F-1)*(W) & un insieme aperto.
(i) - (i) Sia yeX¥. Per il Lemma 4.7 basta provare che Pinsieme

(I-1" {B[I'(y), €]} ¢ un aperto.

Sia 7€ (F-)"{B[F(y), ¢]}. Allora F(§)C B[F(y), ¢] ed esiste ¢ > 0 per cui
F(j) € BIF(y), ¢') € B[F(y), e].

Per ipotesi esiste un aperto Z° in ¥ ed vn insieme W in X tali che
Z5 = (F-)"(W) e F(y) ¢ W< B[F(Z), &'] € B[F(y), £].

Ne segue 7 € (F-)"{F ()} € Z° C (F-1)"{B[I(y), ¢]}. Quindi Z° & un intorno
di 7, il che prova la tesi.
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Abstract

Two theorems thal give a metric characlerization of some measurability properties of
set-valued functions in a general context are stated, fogether with another theorem on Haus-
dorff upper semicontinuity.






