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ANTONELLA FraccaAa o CarpA LoDovIicI (%)

Comportamento dei vari concetti di quasi additivita

rispetto a un operatore non lineare (*¥)

1 = Introduzione

In [4], L. Cesari ha provato che se ¢ & una funzione (vettoriale) di insieme
quasi additiva, rispetto alla famiglia @ = {D} di sistemi finiti D e alla mesh 4,
e a variazione limitata, Vintegrale J(f, T, @) di una funzione f:H X R*— R,
H c R™, non necessariamente lineare, su una applicazione parametrica con-
tinua 7, rispetto a @, che pud essere definito con un procedimento di passaggio
al limite sulla funzione @(I)={[p(z), ¢(I)], T € I, esiste in R poiché la D stessa
risulta quasi additive rispetto a 2 e a ¢ (cfr. [4];, Teoremi (6.i) e (2.v)). La pro-
prietd di quasi additivita & dunque conservata dall’operatore f anche nel caso
in cui quest’ultimo non & lineare; c¢id consente di inquadrare P’integrale para-
metrico S (f, T, ¢) nella teoria assiomatica introdotta nella prima parte di [4],.

L’integrale #(f, T, ¢), tra P’altro, contiene, come caso particolare, il clas-
sico integrale di Weierstrass su una curva di lunghezza (di Jordan) finita e
Pintegrale su una superficie continua di area finita come definito da L. Cesari
in [4]; ; e utilizzato nella teoria dell’area delle superfici del Caleolo delle Varia-
zioni da vari Autori, tra cui lo stesso Cesari[4],s,, A. G. Sigalov [7],,, J. M.
Danskin [5], V. E. Bononeini [2],,, J. Cecconi [3],»5, L. H. Turner [8].

Successivamente in [1], A. Averna e C. Lodovici, mantenendosi nella ge-
nerality di L. Cesari, hanno introdotto per una funzione ¢: {I} — R* il con-
cetto di quasi additivita in senso debole rispetto a & e a , che contiene stretta-

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Via Pascoli, 06100 Perugia, Italy.
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mente il concetto di quasi additivita rispetto a 2 e a ¢ (cfr. Osservazione I
di 2 di[1],) e che, come la quasi additivita, assicura la esistenza in R* dellinte-
grale di Burkill-Cesari della ¢.

Gli stessi Autori in [1], hanno poi introdotto il concetto di funzione di
insieme quasi additiva rispetto alla coppia (2, '), pil debole del concetto di
quast additivite di L. Cesari, ma pil stringente di quello di quasi additivita in
senso debole.

Noi qui ci siamo essenzialmente proposti di indagare se i citati concetti di
quast additivita in senso debole e di quasi additivita rispetto alla coppia (2, D)
godono, come il concetto di quasi additivita di L. Cesari, della proprieta di essere
conservati quando si passa dalla funzione ¢: {I} — R* alla funzione @(I)
= f[p(z), p(I)] attraverso l’operatore f: H X R*— R non (necessariamente)
lineare.

Abbiamo provato che, mentre la quasi additivita rispetio alla coppia (D, D)
della funzione ¢ implica la quasi additivita rispetto alle coppia (2, 2') della
funzione @ (anche qui supponiamo ¢ a variazione limitata, f limitata e unifor-
memente continua in Hxo, ¢ = {geR*: |¢| =1}, e inoltre positivamente
omogenea di grado uno rispetto a ¢ (cfr. 3, Teorema)), di questa stessa proprietd
non gode la quasi additivitd in senso debole (cfr. qui Esempio I). Cid non deve
stupire ove si pensi che il concetto di quast additivitd in senso debole & pilt ampio
del concetto di quasi additivitd rispetto alla coppia (2, QZ"). Inoltre va tenuto
presente che, sebbene i vari concetti di quasi additivitd qui richiamati (quast
additivita, quasi additivite in senso debole, quasi additivite rispetio alla coppia
(2, 2')) assicurano tubti Pesistenza in R* dell’integrale (2)-[g, il concetto di
quasi additivita in senso debole si discosta essenzialmente dagli altri (efr. [1],,
Introduzione e Osservazione II). A questo proposito vogliamo qui osservare
che la quast additivitd rispetto alla coppia (2, D'), @' ¢ @ con la condizione che
la restrizione della funzione d: D+ 6(D), D € @, alla famiglia 2’, sia ancora
una mesh, fornisce, al variare di &', uno speitro di quasi additivitd, nel quale &
contenuta la quasi additivita rispetto a £ (basta assumere 2' = %) ma non la
quasi additivitd in senso debole.

Osserviamo intanto che il nostro Teorema contiene, come caso particolare,
il Teorema (6.1) di[4]; (cfr. qui Oss. I); abbiamo provato peraltro che, senza
Pipotesi che ¢ sia a variazione limitata, 1a tesi in generale non sussiste, cosa che
delresto accade per ’analogo Teorema (6.i) di L. Cesari (¢fr. qui Osservazione IT).

In 4 abbiamo inoltre conseguito wuna proposizione (cfr. Corollario) che rap-
presenta un criterio di integrabilitd per la funzione O(I)= f[p(z), (1)}, v €I,
pilt stringente del Teorema (6.ii) di[4]; (cfr. qui Osservazione III), nel senso
che giungiamo all’esistenza in R dell’integrale (2)-[® in ipotesi piu deboli
di quelle richieste da L. Cesari.

Vogliamo osservare infine, a questo proposito, che I’ipotesi (i)’ del nostro
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Corollario mon pud essere sostituita con ipotesi meno stringente di quasi ad-
ditivitd in senso debole, come pure la tesi del Corollario non sussiste in generale
ove si sostituiscano le ipotesi (i), (ii) con quelle pin deboli che ¢ sia integrabile
rispetto a Z e |p| quasi additiva rispetto alla coppia (2, 2') (efr. qui Osserva-
zione IV).

2 — Siano [ un insieme o uno spazio topologico, {I} una collezione di
sottoinsiemi di 7, 2 una famiglia di sistemi finiti D = [I], I € {I}, soddisfacenti
agli assiomi (b), (b)” (ofr. [4], 1), e sia infine 6: D > (D), D € 2, una fun-
zione reale che verifica agli assiomi (d), (d), (cfr. [4],, 1).

Cousiderata una funzione ¢: I+ @I) = (pi(D), ..., p(I)), I € {I}, diremo

che essa & integrabile alla Burkill-Cesari in [ rispetto alla famiglia 2 e alla
mesh 0 se esiste in R illimite (efr. [4];, 1) lim  @(I). Indicheremo con (2)- [g

§(p)—0 1D
DeD

Pintegrale della ¢ ciod poniamo: (2)-fp = lim > ¢(I).
§(p)>0 IeD
DeD
Riportiamo aleune definizioni che utilizzeremo nel seguito. La funzione ¢
¢ detta quasi additiva rispetto alla famiglia & e alla mesh 6 (cfr.[4];, 2) se
(D) fissato arbitrariamente un numero ¢ >0 & possibile determinare un
altro numero n = n(e) > 0 tale che, per ogni Dy= [I]€ @D con {(D,) <17, esi-
ste un numero A = Alg, Dg) > 0 in modo che risulti

(Dy) Z ”Z(I) () — ‘P(I)” <&, (D) Z' o] <e,

€D,

per ogni D = [J] € D con 6(D) << A, ove D rappresenta la somma fatta rispetio
a tutti gli insiemi J € D, J c I, menire > rappresenta la somma fatta rispetio
& tutti gli insiemi JeD, J¢ I, I €D,

Diremo inoltre che la ¢ & quasi additive in senso debole rispetto alla fami-
glia 2 e alla mesh 6 (cfr.[1],, 2) se

(D) fissato arbitrariamente un nwmero ¢ >0 & possibile determinare in
corrispondenza un sistema finito Dy= [I1€ @ ¢ un numero 4> 0 in modo che
risulit

(B) 3120 e)— D] <e, (@) 3 o] <e,

IeD,
per ogni D = [J]e @ con (D) << A
Indicata con 2’ una qualunque sottofamiglia di sistemi finiti D € &, sog-
getta alla condizione che la restrizione della funzione 6: D (D), De 2,
alla famiglia @', risulti ancora una mesh, diremo che la funzione ¢ & quasi ad-
ditiva rispetto alla coppia (D, D') ¢ alla mesh & (cfr.[1],5) se

(511
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(D) fissato arbitrariamente un numero & >0 ¢ possibile determinare un
numero 1 = n(e) > 0 tale che, per ogni D, = [I1€ D' con d(D,) < 7, esislc un
altro numero ) = Ag, Dy) > 0 in modo che risulti

(@) 3|30 eW)— D] <e, (@) 3 o] <e,

rep!
per ogni D = [J]e D con §(D) << 4.
Data ora la varietd
(2.1) T:p =pw), wel, P = (L, vy Bp)

definita in I e a valori in un insieme H c R™, e posto
?

(2.2) o(I) =sup [p@) —p)], Ie{l},
(2.3) w(D)=maxw(l), DeD,

Ied

supponiamo che la funzione mesh verifichi la seguente ipotesi
(0) w(D)<d(D) VD e 2 (Y).
Denotata con ¢ la sfera unitaria in R¥ o={qe R*: |¢|=1}, sia inoltre

f:(p, @) —1(p, q), peH, qeR* una funzione a valori reali con le proprietd

(f) [ é Umitata e uniformemente continua in H Xo,
(f2)  flp, tq) = tf(p, )VI>0, p€ H, qe R~

Fissato (arbitrariamente) un punto 7 eI, I € {I}, andiamo infine a definire
la funzione di insieme

(2.4) O(I) = flp()y 1)1, Ie{l}.

Llintegrale di Burkill-Cesari della funzione @, se esiste in R, viene denotato con
la serittura S(f, T, @) ed & detto (cfr.[4];, 6) integrale della funzione f sulla
varietd T rispetto alla funzione di insieme ¢. ‘

(*) Denoteremo con (w)” I'ipotesi
(w)’ oDy D) VDe9D', D'cI,

pitt debole della condizione (w) e che sard da noi utilizzata pilt avanti in luogo della ().
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3 — In [4]; L. Cesari ha dimostrato il seguente

Teorema (6.1). Sia p: I (l), I€{l}, una funzione vettoriale con lo
proprieta

(1) p ¢ quast additiva rispetto alla famiglia D ¢ alla mesh 0,
(i) esiste finito Vintegrale V = (D) -[||p]-

Siano inoltre verificate le ipotesi (f,), (fy), (w). In queste condizioni la funzione
D: I @), Ie{l}, definita in (2.4), & quasi additiva rispetto alla famiglia 2
e alla mesh 4.

La quast additivita & quindi conservata dall’operatore non lineare f. Qui
vogliamo provare che della stessa proprietd gode la quasi additivita rispetio
alla coppia (2, D') e alla mesh 6. Premettiamo due lemmi, di cui, per brevita,
omettiamo le dimostrazioni poiché analoghe a quelle fatte in [4]; per giungere
rispettivamente ai Teoremi (3.ii) e (5.i).

Lemma I. Se ¢: I+ o(I), Ie{l}, ¢ quasi additiva rispetto alla coppia

(2, 2') ¢ alla mesh 0, allora la funzione |@| é quasi sub-additiva rispetio alla
coppia (2, 2') ¢ alla mesh §.

Lemma II. Sia @: I @), Ie{l}, quasi additiva rispetio alla cop-
pia (2,9') ¢ alla mesh § ed osista inoltre in R Pintegrale (2)- [le|. In cor-
rispondenza ¢ wh numero € >0 é allora possibile determinare un altro numero
w¥ = u*(e) >0 tale che, per ogni D, = [I1€ D' con 8(Dy) < p* esiste un numero
A= )%(e, Dy) > 0 in modo che risulti

(31) 3* || < e, per ogni D = [J]€ D con §(D) << A*, ove con D * denotiamo
la somma relativa agli insiemi J € D, Jc I, IeD,, con |B(J)— o(I)]|>e, os-
sendo oI} = (o, -y ci)(I) € B{T) == (Buy e, Pe)(J) 1 vettori definiti ponendo

I
/ lleI;M se JpI)] >0
(3.2) ) — (
4 e o] =0,
2Dy g >0
J @
(3.2) BT) = < o)

B se o] =0,

con A, B e R* vettori tali che |A| =1, |B|| = 1.
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Siamo ora in grado di dimostrare il seguente
Teorema. Sia ¢: I+ ¢(I), I € {I}, una funzione vettoriale con le proprieta

(1) @ é quasi additiva rispetto alla coppia (2, 2') ¢ alla mesh o,

(ii) esiste finito Vintegrale V = (D) -[|op| .

Siano inoltre verificate le ipotess (L), (f,), (w'). In queste condizioni la fun-
zione D: I O(I), I e {1}, definita in (2.4), risulta quasi additiva rispetto alla
coppia (2, D') e alla mesh §.

Poiché f & limitata in H X o, esiste un numero N > 0 con la proprietd
(3.3) lf@, )| <N VpeH, Vgeo.

Posto M = max {N, V 4 1}, risulta (efr. (), (3.2), (3.3))

(3.4) 1lp(0), oD1| () = [flp(2), alD]l@D) || <M |p(I)] ,
da cui segue

(3.5) |2 flp(x), oM <M 3 |lpI)] VDe2D.

Iep IeD

Poiché la funzione f verifica l'ipotesi (f;), in corrispondenza del numero
g[2M > 0, esiste un numero & = &(¢/24) > 0 in modo che risulti

(3.6) [f(p, @) — F(0', ¢)| < 2—31

Vp,p' e H Vg, €0, con |p—p'| <& |lg— ¢'| <& e supponiamo che sia

(8.7) &< min {1, E%f }.

Intanto, per Pipotesi (ii), in corrispondenza del numero &, esiste un altro nu-
mero g = gi(€) > 0 con la proprietd

(3.8) IS leD]~ V<& VDeD, con §(D)<z.

Iep

(*) Abbiamo supposto |@(I)| > 0; peraltro, se |p(I)]= 0, la disuguaglianza (3.4)
¢ ugualmente verificata poiché risulta

(3.4)' fip(x), (D)1= 0.
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Dal Lemma I e dal Teorema I di [6] segue inoltre che la funzione |g| & quasé
additiva rispetto alla coppia (D, D'); pertanto in corrispondenza di & esiste un

numero 7 = 7j(£) > 0 tale che, per ogni D,= [I]e @' con 8(D,) < 7], esiste
un altro numero Z = (&, D;) > 0 in modo che risulti

39 212l — leD]I<é, (3.10) 2 o) <&,

rep, 1
per ogni D = [J]e€ D con (D)< 1.

Indicati con p*= u*(&) >0 e A*= 1%(£, D,) > 0 i numeri determinati come
nel Lemma IT in corrispondenza di &, sia

(3.11) p = p(§) = min {7(£), p*(&), & .

Consideriamo poi un sistema finito D, = [I]€ @' con (D) < u, e posto
(3.12) A= M& D) = min {i(8), A&, D), 2*(§, Dy)} ,

sia D = [J]e 2 un sistema finito con (D) << A.

Denotati con a(l), I ED; e f(J), J € D, i vettori unitari definiti rispettiva-
mente in (3.2) e (3.2), indichiamo con >0 la somma relativa agli insiemi
JeD, JclI, con |f(J)— a(I)f>& e con >0 la somma relativa agli insiemi
JclI con [B(J)—a(l)) <& TFissati arbitrariamente vel, 7'ed, risulta
(cfr. (3.4) e (3.1))

(3.13) S fp(e), o] <M 3 o) < ME,
e (cfr. (3.4), (3.10) e (3.7))

(3.14) 2 ), oW <M 3 o) < ME<e,
che altro non ¢ che la (Q:)z).

Poiché da (w’) e da (3.11) si ha inoltre
(3.15) w)<d(D,) <& VIeD,,

segue che

(3.16) [p(z") — p(v)| <(I) < & Veel, Vi'ed, JcI,
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da cui (cfr. (3.6))

(3.17) 1Ip(", BN — fip(), D] < 557

YJeD, JcI con ||f(J)— (D] <&

Risulta pertanto (efr. (3.4), (3.13), (3.17), (3.3))

(3.18) | 20 @) — OI)|= 3| 2P (), ¢()]— fp(0); ¢(D]]

Iep, I€D,

< THfp(e), e+ 2| 200 fip(e), BDeW) | — flp(z), (DIl |

Ien,

< Mg+ 3| 20 {flp(x"), fI)]— flp(z), D)}l

IGD

+ flp(2), ol D)I{ZO? Jo( ) — (D]}

< M+ 55 22 )]+ A ZIZ fo(] — LoDl
<MH-M2MWH+MEEW¢n~wmm+M2w%m

Tenendo presente le relazioni (3.8), (3.9), (3.1), (3.7), da (3.18) segue infine

(3.18)’ 2|20 DT — O(I)|

1 ED

< ME+ 5o (V&) + 2ME <BME+ 50 (V+ 1) <e,

che altro non & che la (Q%l), c.v.d.

Oss. I. Poiché il concetto di quasi additivita rispetto alla coppia (2, D')
& pit ampio del concetto di quasi additivita rispetto a & e coincide con questo
se @' = 9 e peraltro la nostra (w') &, come abbiamo detto, pil debole della (w)
(efr. qui nota (1)), il nostro Teorema contiene, come caso particolare, il Teo-
rema (6.i) di[4]);, nel senso che questa proposizione si ottiene dal nostro Teo-
rema assumendo @' = 2,
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Mostreremo ora che Vipotesi di guasi additivitd in senso debole rispetto alla
famiglia & e alla mesh § sulla p e le ipotesi (ii), (f), (f), (@) non sono invece
sufficienti a garantive la quast additivita in senso debole di @: I v+ D(I), I € {I},
come risulta dal seguente

Bsempio I. Dato il quadrato I={(z,y): 0<z<1, 0<y<1}, con la to-
pologia usuale, siano {I} la totalitd dei rettangoli I = [a, b]x[c, d]c I, D la
famiglia di tutte le decomposizioni D = [I], I € {I}, del dato quadrato otte-
nute come prodotto di due suddivisioni dei lati di 1, di cui quella del lato ver-

ticale sia costruita per dicotomia. Assumiamo poi 6: D+ 6(D) = max diam I,
Iep

De 2. Indicato poi con H,,;, neN, i =1,...,2% il generico intervallo otte-
nuto dalla divisione per dicotomia del lato di I giacente sull’asse 4 e con «h»
Paltezza del generico rettangolo I e {I}, definiamo la funzione ¢: I > @(I),
Ie{I}, nel modo seguente

hose I =1[0,a]xE,;, nelN, 1=1,3,..,22—1, a>1
p(I) = <- hose I =1[0,a]lXH,;, nelN, i=24,..,2", n>1

0 altrove .

Tale funzione ¢ quast additiva in senso debole; infatti, assunto De= [[0, 1] x[0,1]],
per ogni D = [J] e Z, risulta

21 20— o= ed)|=0, 3 |p)|=0,
mentre si ha (2)-[|¢| = 1.
Detta f: (p, @) — f(p, ¢) la funzione reale cosi definita f(p, q) = ¢ -+ |¢|,
q € R, risulta

2k s¢ I =1[0,a]lxB,;, neN, t=1,3,..,27— 1, a>1
D(I) =
0 altrove ,

e tale funzione non & quasi additiva in senso debole.

Figsato infatti &, 0 <<e <1, sia Dy= [I] € £ un’arbitraria decomposizione;
qualunque sia il numero A>0, esiste una decomposizione D =[J]eD, con
(D) < A, in modo che risulti

(3.19) S |ISeO) — B(I)]| =1,

I€D,
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Invero, sia D = [J]e £ una decomposizione con (D)< g, ove g & la lun-
ghezza del pitt piccolo dei lati dei rettangoli I € D,. Se I €Dy, con I = [0, «]
X,y nelN, ¢ =1,3,...,2°~ 1, n>1, si ha

(3.20) O(I) = 2L, DODJ)=Ih;
se invece I € Dy, con I = [0,a]XH,,;,, nelN, i =2,4,...,2% n>1, risulta
(3.21) OIy=0, >ODJ)=nh.

Poiché da (3.20) e (3.21) discende immediatamente la (3.19), Ia funzione @
non & quast additiva in senso debole.

Oss II. Vogliamo osservare che il Teorema (6.1) di L. Cesari e il nostro
Teorema non sussistono senza 1’ipotesi (ii), come ¢ provato nel seguente

Esempio II. Siano I = [0,1], con la topologia usuale, {I} la collezione
degli intervalli I = [a, b]C[0,1] e £ la famiglia delle decompoéizioni D indi-
viduate, al variare di nelN, n>1, dagli insiemi {0, 1/n,ay, ..., 1/(n — 1),
@py ooy 12, @y ...y 1}, @; € R, che denoteremo con D = [0, 1/n, ¢, ..., 1/(n— 1),
Gy veey 12, @4y ...y 1], Sia poi 6: D> 6(D), De P, la funzione definita po-

nendo §(D) = max |I| 4+ 1/n, ove |I| indica D'ampiezza di I.
IED

La funzione ¢: I — ¢(I), ove
1 se I =10,1/n]

—1 s¢ I =[a;, 1/n]
1 se I = [1/n, a;]
0 altrove,

risulta quasi additiva rispetto alla famiglia 2 e alla mesh 6 (e quindi & quasi
additiva rispetto alla coppia (D, D'}y e alla mesh §). Infatti, fissato arbitraria-
mente un numero &> 0, sia Dy=[I1e @, A= Alg, Dy) < 9, ove o & la lun-
ghezza del pill piccolo degli intervalli Te D,. Per ogni D= [J]e P, con
(D) << 2, si ha

I=[0,1/n] eD, = ¢I)=1, SWed) =1,
I=1{1/n,a;] €Dy = plI)=1, SWepJ) =1,
I=1[a;1/n]eD, = p(I)=—1, SPVeJ)=—1,
I =[a; a;s]€Dy = @(I)=0, SWd) =0,
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Risulta allora > |3 ¢(J) — ¢(I)| = 0, e si ha inoltre 37 |p(J)| = 0, mentre
I€D,
risulta (2) -fllg|| = + oo.

Posto perd f(p,q) =|q|, ¢eR, la funzione P(I) = lpI)|, Te{I}, non
essendo integrabile poiché (2) - [ @ = - co, non risulta quast additiva rispetto
alla coppia (2, D') ¢ alle mesh 6 (cfr. [1],, Teorema I ¢ [1], 5, Osservazione),
e quindi neppure quasi additiva rispetto a F e a .

4 — Dal Teorema dimostrato in 3, tenendo presente il Teorema I di 1],
e Osservazione di 5 di [1],, discende il seguente

Corollario. Sotto le ipotesi del Teorema la funzione O(I) = f[p(z), pI)]
risulta integrabile rispetto alle famiglia D.

Oss. ITII. 11 Corollario appena enunciato rappresenta un criterio di inte-
grabilitdh per la funzione @ piu stringente del Teorema (6.11) di[4],. Infatti,
se sono verificate le ipotesi del citato Teorema (6.ii), sono anche soddisfatte
le ipotesi del nostro Corollario; d’altra parte esistono funzioni quast additive
rispetlo alla coppia (2, D') ¢ alla mesh § con |p| integrabile che non sono quasi
additive vispetto a 2 (cfr. Esempio di pag. 5 di[1]; ove si assuma come @' la
famiglia delle decomposizioni cartesiane del quadrato @, prodotto di due sud-
divisioni di due lati consecutivi di @ di cui la prima non contenga il punto (1/2, 0)).

Oss. IV. Nel’Esempio ITI mostreremo che la tesi del Corollario non
sussiste sostituendo Dipotesi di quasi additiviia rispetto @ (D, D') ¢ & 6 eon
quella di quasi additivitd in senso debole (°) e neppure sostituendo alle ipotesi
(i)', (ii) le condizioni, pitt deboli (*), che ¢ sia integrabile rispetto a 2 e lel
sia quasi additiva rispetto alla coppia (D, D').

(?) Vogliamo far notare che la classe delle funzioni quast additive in senso debole
contiene strettamente la classe delle funzioni quasi additive rispetlo alla coppia (2, D')
poiché una funzione quasi additiva rispetto alla coppia (2, 2') & quasi additiva in senso
debole, mentre esistono funzioni quasi additive in senso debole che non sono quast addi-
tive rispetio alla coppia (9, 2'), qualunque sia 9'c 2. Basta per questo considerare la
funzione ¢ qui definita nell’Esempio III: tale funzione non & quast additiva rispetio
alla coppia (2, 2'), qualunque sia 2'c 2, poiché in tal caso (cfr. Corollario) la fun-
zione @ sarebbe integrabile rispetto a 2.

(*) Le condizioni che ¢ sia integrabile rispetto a @ e lell sia quasi additiva rispetto
alla coppia (2, 2') sono piit deboli delle condizioni (i)', (ii). Infatti, dal Lemma I di 3
e dal Teorema I di [6] discende che se ol & integrabile rispetto alla famiglia @ e ¢
& quast additiva rispeito alla coppia (2, 2') allora lell & anch’essa quasi additiva rispetto
alla coppia (2, 2'); inoltre, dall’ipotesi (i)’ segue, al solito, I'integrabilitd rispetto a @
della ¢,
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Bsempio ITII. Siano I, {I}, 2 e ¢ definiti come nell’Bsempio I. Andiamo
a considerare la funzione vettoriale ¢: I = ¢(I) di componenti

hse I=[0,a]XB,;, neN, i=1,3,..,2"—1, ac@Q, n>1
pu(I) = <~— hose I=1[0,a]xXB,,, neN, i=2,4,..,2% acQ, n>1

0 altrove,

hose I=[0,a]XH,;, neN, i=1,3,..,2"—1, ae R— Q, n>1
Pal) ==—h s¢ I=[0,a]XE,;, neN, i = 2,4, ..., 2", aeR—~Q, n>1

0 altrove .
La funzione ¢(I) = (p.(I), o(I)) & quasi additiva in senso debole. Infatti, fis-

sato arbitraviamente &> 0, sia D,== [[0, 1]x [0, 1]]; per ogni decomposizione
D = [J] e @, risulta

(4.1) Z 139 () — (D) = V(3P gu(T) — puD))2 + (3P o) — gu(D))?
=V Z @)+ S ed)r=0,

JED JED

(4.2) > @) =0,

¢ quindi sono verificate la (D,) e la (D) della quasi additivita in senso debole.

Denotata ora con 2’ una qualunque sottofamiglia di 2, dimostreremo che
lp|| & quasi additiva rispeito alla coppia (D, 2') e quindi integrabile rispetto
a . Infatti, fissato arbitrariamente &> 0, sia Dy=[I] una qualunque de-
composizione di 2'; posto A = o, per ogni decomposizione D = [J]€ P con
(D) < 4, si ha

I=10,a]XBy:n=1 = o)) =h, 2D )] = *, g lo@)] =0,
I = [a, b]x[e, d] = lloI)] =0, 2@ o) =0, % )] = 0.

Risulta quindi

.3) 2|30 o) — JeD]] <e, (@4 e <e.

16D, ‘
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Posto, infine, f(p, ) = ¢, — ¢, ¢€ R, ¢ = (@, ), i ha

/

hose I=[0,a]XB,;, neN,i=1,3,...,2"—1, acQ, n>=1

— T se I=[0,a]XE,;, neN, i=2,4,..,2", aecQ, n>1

B(I) =
@ N —h se I=[0,a]xB,,;, neN, i=L3,..,2"—1, aceR—Q, n>1

AN

0 altrove ,

che non & integrabile rispetto alla famiglia £ poiché risulta

]

(21

(3]

(4]

[5]

*

(@) -0 =—1%, (2)-[d=0.

&
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Summazry

In the present paper we oblain some results about quasi additive set functions. In par-
ticular, we prove that if ¢:{I} — R* is a set function that is quasi additive with respect
o (2, 9') ([11,) and of bounded variation, then the set function @: I s> &(I Y = f[T(7), p(I}]
s quast additive with respect to (2, 9'), where f: H xR* —~ R, H c R™, is positive homo-
geneous of degree one in q € R¥, but it is not necessarily linear. As a consequence, the
Burkill-Cesari imtegral S(f, T, @) of the function & ewists in R. The present integral is
called the integral of the Calculus of Variations as @ Weierstrass integral of the funciion f
over the variety T with respect to .

The results here obtained generalize some theorems due 1o L. Cesari ([4;)-
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