Riv. Mat. Univ. Parma (4) 1O (1984), 43-55

RopoLro SALVI (¥)

Disequazioni variazionali
per fluidi viscosi incomprimibili non omogenei

in presenza di diffusione (**)

1 - Introduzione

In [1] & stato proposto un modello per descrivere il moto di un fluido a due
componenti prendendo in considerazione la diffusione tra le sue parti. Questo
modello & derivato dal sistema completo di equazioni di un mezzo a due com-
ponenti in cui il proeesso di diffusione obbedisce alla legge di Fick con la con-
dizione che il coefficiente di diffusione sia piecolo. Si studia, ivi, tale modello
in un dominio limitato in R» (n = 2, 3) con viscosita u > 1/2 ose. gy, ove A &
il coefficiente di diffusione e g, &la densitd iniziale presa strettamente positiva.

In questo lavoro si studia una disequazione variazionale associata a tale
modello e relativa ad un generico convesso K indipendente dal tempo.

In 2 si precisa il quadro funzionale e si dd la nozione di soluzione debole
della disequazione variazionale.

In 3 con una approssimazione del tipo Gelerkin, si dimostra Desistenza di
una soluzione debole della digsequazione variazionale.

2 . Formulazione della disequazione variazionale

Sia £ un insieme aperto limitato di R® con contorno [ Nel ecilindro
Q = Qx(0, T) le equazioni che regolano il moto di un fluido a due componenti

(*) Indirizzo: Dipartimento di Matematica, Politecnico, Via Bonardi 9, 20133
Milano, Italy.
- (¥*) Rieevuto: 23-VII-1982.
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con diffusione ricavate in [1] sono

01) (X Vi) —pdu— 2wV + VorVu) = — VP + of,
% | . o
(2.2) T u-Vo = Adp (equazione di diffusione),

(2.3 Veu=0,

ove U= w(@, t)= (U(2, 1), Us(, B), Us(, 1)) & il vetbore velocitd, P = p — A0p/ot
- 4/3ud log o con p la pressione nella soluzione, p = p(w,?) la densitdh media
della soluzione; inoltre il tensore degli sforzi & espresso in accordo alla legge di

Stokes e la viscositd x ed il coefficiente di diffusione A sono costanti.
In (2.1)

do ou

ou 0
w Vi == Zu,.a—mj, u-VVg:Zu,-%—ng, Vo-Vu = Za g

Si introducono i seguenti spazi funzionali
D(Q) = {vlve (CP(Q))>, V-v=0}, V = {chiusura in (HY(Q))* di D(Q)},
H = {chiusura in (LX(Q))* di D(Q)}, W= {p|pec HXQ);

=0 (n normale esterna a )}

(H*(2) & lo spazio di Sobolev di ordine s su L*(£2)). Si pone inoltre

ou; av
o, Bw,

(%, v) = [ w0, dz, lw| = (u,u);  ((u,v)) = _[
)

Ju]= ((u, ), a(u,v) = (u,v) (siusala convenzione degliindici ripetuti).

Si indica con @ lo spazio vettoriale @ = {v|ve HY0,T; V); v(T) = 0}, e
con K un convesso chiuso in H con 0 € K e, per comodity, con mt. K 54 0.
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Jonsideriamo il seguente sistema

Ju D1ty (VQ)i X
(2.4) Q(E,U w) + fou; =— 5, (v —u); doe —Afu; 5o, (v —u);do

—2 f o auz w)dz + palu, v —u) > (of, v—u),
0p :
(2.5) £ +u-Vo=24dp, wvelk,

con le condizioni iniziali

%)
-~

(2.6) ule, 0) = 1) , (2.7 ol,0) = gola), 0<go(a)<M,

e le condizioni al contorno
(2.8) =10, % =0 su X =1I%(0,T).

Diamo la nozione di soluzione debole: si dice che (u, g) é soluzione debole del
sistema (2.4), ..., (2.8) se verifica le seguenti relazioni

. ov ov;
(2.9) 0}'{(9 =0 0 ) + [ ou; = 5%, - (v—w);de + pa(u, v —u)

BQ 81)1 Euz )

Tde — (of, v —u)} a2

j (v-u),-dw ZJ"

> | Vp(0) (0(0) —u(0)) |2,
do
(2.10) =2 -+ uVo = Ade,
weL*0,T; V), wekK, peL=(0,T; H{(Q )mL 0, T; W)NWu»(0, T'; Le .Q)),

1
4+ =

pel43,2], qel1,2], 5

>1,

RS

\

(Pequazione di diffusione & soddisfatta quasi ovungue).
Ta disequazione (2.9) si deduce dalla (2.4) (formalmente) nel seguente modo.
Moltiplichiamo per w(v — ) Pequazione di diffusione (2.10) integriamo inwet
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e sommiamo il risultato alla (2.4), cosi si ottiene

agu, v — ) — fou;u, —£~ (v —u);dz + paly, v —u)

(2.11) Of ~

89 8u

—i (Vo) de— Zf

— Afu (v — ), 5

—u);de — Afdou;(v —u); dw

— (of, v—u)} di>0.

Fd
Aggiungendo e togliendo alla (2.1 j Opv[0f, v — u) dt si ha

dov 0 g ©
6( ( 27 P - 1) —j‘gu,.uié;j (v —u);de+pale, v —u) + lfuia—wj 7, (v — u);de

~ 2§22 3@ 8?). v; 4w — A [Apu,v,dz - g [4ou;u,do —(of, v — u)} dt
/j'(ag(v_u),'u——u)dt.
T »—
Ora of(ag( = u),0~u)dt
T o(v—u) 89 1r )
=of (QT )dt-!-zof( at,v—u) dt—l—éoj( u)—ag,’v—u) di.

Dalla equazione di diffusione si ha

r Oo z opv,
6[' ('u—éz, v—u) dt = ——Of{j'vj B (v —u)dz + Afdov, (v —u),dw} dt,

j?((?) — 1) %%, v—) dt = -—j?{_f a(aiu,)j (v—u)(v—u);dz + 2 [ Ag(v—u) (v—u), do} dt,

per cui la (2.11) diviene la (2.9) (per i dettagli efr. [2]).
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3 - Esistenza di una soluzione del problema (2.4), ..., (2.8)
Dimostriamo il seguente
Teorema. St assume che

fel*0,T; H), wuw,cK, geL=()nHY D), 0<o<M,

uw>AM (M = costante).

Allora esistono fumzioni w, o tali che
wel0,T;V), wek,

o€ L=(0, T; HY(RQ)) N L0, T; W) 0 Wi(0, T; Le(2)) N L=(Q),

pel4/3,21, qeld,2], +

>1,

SRR
B s
=

soddisfacenti (2.4),...,(2.8) Yo e @,
Sia Py Poperatore di proiezione su K e si pone
(3.1) fv) =v— Pgo.
L’operatore f & monotono ed emicontinuo; inoltre valgono le relazioni
(3.2) (v — Pgv, Pxv)>0, (v— Pgv,Prv—h)>0 VhekK.
Si considera una famiglia di approssimazioni interne V,, di V. Si assume che
(3.3) V., & un sottospazio di V di dimensione m;
(3.4) YveV esiste una successione v, V,, tale che v,,—v in V;
(3.5) tutte le components delle funzioni v in V,, appartengono a CHLQ).

Poiché ¥V & denso in H ed u, € H, & possibile trovare u,, € V,, tale che ug, — ,
in H per m — oo,
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Sia 1wy, Wy, ..., W, una base di V,; consideriamo il seguente sistema

un

ou 0 00m
(3.6) (on at,wh ) + fomtsm T, = Wi A+ (U, W) — Muz-m—éa (5, w dw

agm aum
— A5

0,z Ao+ ’m(ﬂ('ll/m); ’LUK) = (mey W)
i

an a m
(3.7) = Tt ai. AA0m 5
(3.8) Um(0) = Ugw OV  Ugm€ Vipy Ugm—> U, In H,
(3‘9) Qm(o) == Oom ove Qom € GI(Q) )
1 .
(3.10) < Qon < M5 Oom —> 0o in L*(Q) N HYQ).

I1 sistema (3.6), ..., (3.10) ammette soluzione (u.,, p,) almeno in un intervallo
(0, t,) sufficientemente picecolo.

Con stime a priori standard si mostra esistenza della soluzione in (0, T').
Dapprima osserviamo che (cfr. [1]) valgono le relazioni

A
=

<0m

2l

loml o,z man <01,  max [Vol + lolsonm<e:;

m
Ora, posto Wy = D Crn(l)Wr s
1

moltiplichiamo (3.6) per cx,(f) e sommando per k da 1 ad m si ottiene (si usa
la notazione (u)?== 1-u)

4 m a e 2
(3.11) f gm (o ) Az + [ omthsm (;; .) Az + pa(u,, u,)
0 agm 00m OU; .
— A Ui 2 5, 8 ) Ui de —Af %, o, ;4w + Mm(B(n)y Um) = (Om ]y Um) -

Moltiplichiamo (3.7) per (w,)2/2 ed integriamo su 0 si ottiene

(3.12) (=7 agm um) dw + [ ag,,, (u;')zdw = Af Ao (u; " 4o .
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Aggiungendo la (3.12) alla (3.11) si ha

d (Un)® 0 Un)®
(3.13) A fon 9 da + fé‘,;; (om %im (”‘:5:") A 40 (Un y Ura)

'*“Im'(um'—-PK'u’my um""PK u’m) + 7n(um - PKumy —Plium)

an a'ufim

5, —8—50—,-— Uim A8 = (0n fy Up) -

;x. a aQ
-5 [Aon(u,)? Az — 2 fuy, Er (55;) Wy dr—A2, |

Ora, dato che

O OUsm

9 0dp
_’.uima_m]: a?jujm do = J- Om 8:1:,- awi dax

A
auim oujm

1
:Z"‘Q'"(amj + ox,

Y 1 aﬂ'im a'ttj,,,
e~ Jom (—55;—,-—_8_@

) dz,
ed integrando rispetto a ¢ la (3.13), si ha

T
[Vontnlmownm<er, [lualtdi<ec,,
4]

T T
mf|uy—Pruy|*dt<e;, mf(v,— Pru,, Pru,)di<e,,
0 0

con u > M e ¢, ¢, 65, ¢, costanti indipendenti da m; da cul

(3.14) imau, =« nella topologia debole ,
me-> (0,73 V)

(3.15) limog,u, =7y nella topologia debole *,
m—> L0, T; LA 2N

(3.16) Hmau,, — Prat,, = 0 nella topologia forte .
m—>c Q)

Dalla (3.16) si ha % — Pgu = 0 ovvero u ¢ K.
Dalle stime sopra ottenute si deduce

Hm g, =y nella topologia debole *,
m—rco I99(0,; LA(S2)

B 0, % im Wi = s nella topologia debole,
m—>® 30,7 23 )
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Mostriamo, ora, che
(3.17) Y = 0U, (3.18) N5 == OU ;5

Dalla (3.7) si ottiene che 0p,,/0t appartiene ad un insieme limitato di I7(Q) con
7 >1 per cul

limg, = o 1ella topologia forte .

o
m—>c L)

Allora (3.14) implica (3.17). Mostriamo la (3.18). A tale scopo diamo ’enun-
ciato di un teorema di compattezza dimostrato in [3].

«Siano B, c Bc B, tre spazi di Banach (le immersioni sono continue) e
By, B, riflessivi e 'immersione B, — B; & compatta sia inoltre é una funzione
da B+ a Rt tale che d(h) — 0 per & — 0. Si pone (p>1)

X = {vlve (0, T; By); sup ess 2L o (8) — 0(8)] < oo},

o<ner  O(R) ZP(0,T—h; By)

ove v,(t) = v(t 4 k) e si munisce X della sua norma naturale; allora immersione
di X in IL?(0, T'; B) & compatta ».
Mostriamo, dapprima, che esiste una costante ¢ tale che

T

(3.19) F1V ot F R) (@t -+ h) — w,(8)) |2dE<ch

0

Yh >0 con 0 < h< T e cindipendente da m, h. Sia
1 1
Upm == = [ Un(s)ds.
Ry

Dalla (3.6) si otftiene

r Bum auz‘m -
(3.20) l;f (Qm _5; 3 uli'm) + ‘f@mujm _a“;;— Winm dw "l",ua’(um) 'u’hm) +m(um—-PKIu’ma uhm)

g (%) Wim e — A [

9 90m Otim
m ami amj

om; 0wy

Winm do — (Qm f} uhm)} dit=0.

Valutiamo singolarmente i termini della (3.20),
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Ora

2 0(Omitnm) 1

(3.21) I( 5k, I () d5) At = (@u(L') (T

7
t—~h l by

f () ds)

T

13 r
— (om(h) wn(h), :]—LL Jan(s) ds) —% [(0mtmy Un(B) — U{t — 1)) At
0 3

T
<4 %/7; (6f [, | 2 ds)t — j'( (8 U () y 0 (T) — (8 — T))

13

(per i dettagli cfr. [2]).
Il primo termine della (3.21) & minore di ¢;/v/h (tutte le costanti ¢, sono indi-
pendenti da m ed ). Consideriamo il secondo termine della (3.21)

1 T
(3'22) - 7& ,J‘(Qm(t) um(t)y Iu/m(t) - 'l(/m(t — h)) dz
= — % }IT ([on(t)(un(®))?de)de 1 j( [ 0m(8) U (8) U (t — To) A} At

/3

21h f(me () (tm( t——h))zdw)dt—-— f( [om(®) (un(t))2 dw) A2

57 hfr(J () (Un(t — ) — 2, (1) )2 dew) dlt .

Aggiungendo e togliendo alla (3.22) 1 /h i) f@m t— h)(wn(t — 1))2da)de, si ha che
(3.22) & uguale a
17 1
(3.23) o f Jom(t — B)(W,(t — B))? do) At — 7 (me ) (% (8))? de) di
& I
1 1 7z
+ ;ﬁ;‘f(j( =0 (t—T) ) (U (t—P)2d) dt— 5 I ( Jon(®){%n(t — R) — u,(1))2 dadf .
<~ h

I primi due termini della (3.23) verificano la seguente relazione

|

Fon(®(an(®)22t — 57 1] et (un(t) do) 20 <

h

o
=
cu.ﬂ'?
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o

Dalla equazione di diffusione, dopo averla integrata in £ da ¢ — % a ¢ ¢ molti-

plicata per (u(t—h))? si ottiene
r T 13

T (J(ow(t) — ot — W) Wun(t — k)2 da) & = 2 [(f (fu,,, (8)ds); wim(t— D)
h .3 =

I

0 1) de) dt - 2 f( [( [ Agmttn(t — 1) de) dt

. U,
a z, i m( '

ed applicando la disuguaglianza di Holder, si ha

[ ff(@m(t) - Qm(t - h’)) (u'm(t) - 'u’m(t " h))z d{l}) az !
<037;[(”um”a“?h@m(s)um(s) lds | zsoy At + };}j(” U (1) | ]tLAQ,,, ds| ds

<03ﬁ]u7,,]}3-\/ﬁ[(5[1um |2 de)t 4 (Oy | Ao |?ds)] z,

¢ finalmente
Cy 1
) di<e, + ‘\/h _[ f vV onlt) (um(t —h) — um(t)) |2 ds.

Un m

r am m
(3.24) 0“ 4 (t)u )

Con lo stesso procedimento usato in [2] si ottiene

13

z 0 R -
J' [ IQm ujmuim a— uihm dx l dt < 05/'\/}?1, f a’(uma Ql’hm) dt < 06/’\/77/,

(3.2b)
| J‘(me} Unm) AT | < Co[+/ Ty -

T

7nj(ﬂ(um)7 uhm) dt ~<C7 + Ga/'\/l_b ’

h

Osserviamo inoltre che

b4 a agm 7 auz‘m a’umm . ]
IA;!(J.uzm 'a_'x"z amj Uipm dw) dt< ]{(J‘Qm awj '8? {1,) dtl <€y \/ - ,
(3.26)
90 aui 11
I)LJ- J‘ aw’_ a uzhmdm dt[ <2. \/_

Dalle (3.24), ..., (3.26) si ha

¢ 1 3 I 2 AF ~ 3
7w J VO (8) (U (t) — Um(t — h))2dE >0, da cui

IV BT (it + 1) — wn(9) |2t < 0/,
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e la (3.19) & dimostrata. Dato che g,(t) appartiene ad un insieme limitato di
L®(Q) indipendente da m, si ha

T

(3.27) lowlt -+ 1) (tm(t - 1) — (D) |2dE <0 /T,

[

Siccome 09,,/0f appartiene ad un insieme limitato di I7(Q) (r > 1) indipen-
dente da m, si ottiene

(3.28) J0m(t + ) — oult) | <

Poiché il prodotto g,.(t)u,.(t) & continuo da Lr(Q)x HY(Q) a H-X(£2), sommando
(3.27) e (3.28) si ottiene

”Qm(t + h)’lém(t + h) - Qm(t) um(t)nzn(o,l’—h; ) <C '\/ﬁ .

Dato che g.(t)u,(f) appartiene ad un insieme limitato di L*(0, T'; L(Q))
indipendente da s, dal teorema di compattezza sopra citato si ha che g,,()4u(t)
appartiene ad un insieme relativamente compatto in L0, T'; H-1(Q)) per cui

B g, (8)%m(t) = 2000, a1y 0 () {1) nella topologia forte

m—r

e di conseguenza & verificata la (3.18).

Mostriamo, ora, che le funzioni u, o date dalle (3.14), (3.15) sono soluzioni
del sistema. Sia v(¢) un generico vettore di @ tale che v int K e sia v, la sua
proiezione in V,. Poiché v, — v fortemente in L) si ha che definitivamente
v € K, clod esiste un m, tale che Ym > m,, v, € K.

Ora, scelto m > m > my, si ha

auim

T 00mUm )
(3.29) !{( at ] Iv;,] - /N/m) + J‘Qmu —é—{l}‘_; (vﬁ - 'u’m)ida’ + ;ua(’u’my ,077,, - um)

0 00m

00m Qbim
ox; 0x;

+ 1 (B(Un) s Vg —Um) — A fUhim ) (Vg — ) d—A | (V5 — ) A

- (me7 'v';;_um)} dt=0.

T

Dato che M (B(th)y Vo — ) A2 <O
[
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ripetendo lo stesso procedimento usato per ottenere (2.9), si ha

r "3 1-7i avim
(3.30) of On 51 — U) + Ot B, (V5 — ) A
Bgm dz

)..f 89771 UUzm (¥, — ) A )“J' Wim %— (V5 —Um); = — 50,

_}" [LLa(’U/m, ’U;L""' um)

um)} dt> — [4/0m0) (5(0) — u(0)])2. Ora

au;m gom d }dt

— (o], Vn—

j{,ua (s U) + A Ui

z

Otk Dty de + pa(u, tn —u) + @ &y, u)} ds

Fd
/ { = Uy Uy — W) — A [0, 2w, o
T — . — .
f { (=AY (W) U—t) ~F A A Upy—10y Uy U)—2 [om 0t — w); Bt~ w); do
o, 0w,
a im a 7 a m J
—2Af gm s : au —A[ om OZ' ﬂ_é;_)*da, T+ Uy Uy — 1) + U (U, U }dt
(% — O( U — %); O(U— 1),
>2 j { fom —-——_—)2 do—2 {0, o s Aw+ pa(u, ty, — )
Otz Bu 01t O(Up— ),
+ 1 (U, ) — A fo ’"8, 6, — 2 fom de}dt
_AF O (U — u); O(Um— ), ,
§ {fgm Eyy ) _ Fr ))~dm + pa(thy o — ) + p(thy, 1)
OUim au Ot Ot — u);
_ZJ‘ mf\, a )‘J‘m‘— '-_"‘"‘*—“awz d}dt

@y

Allora (3.30) diventa

z ovg vz,
(3.31) T{(om 50 VR Um) + [0 Wsm e (V7 — Um): A2 + UG (U, V)
[} i

00m 0V O 00m
}“Iﬁw—%— — Un) A + A [ty 50; Ba, d}dt
4 Otdim 01
> df{:ua’(“, U — 1) + UO(Uyy, %) — ngm o, am dz
Ot Ot
+ Afom .__._.__( 5 da} dt— |4/0.(0) (0m(0) — u,,(0) |2

Passando al limite per m — oo in (3.31) si oftiene ’agserto,
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Summary

We prove the esistence of a solution of a variational inequality connected with viscous
incompressible non homogeneous fluids with diffusion process.






