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TuLriA NORANDO (%)

Sulla regolarita uniforme delle iterate
che definiscono la soluzione

di una disequazione quasi variaziomale (**)

1 - Introduzione

I’idea fondamentale di questo lavoro ¢ nata da alcune considerazioni ma-
turate nella esecuzione di[2].

In tale pubblicazione ci si & imbattuti in una questione di regolarita per la
soluzione di una disequazione quasi-variazionale ellittica del tipo connesso a
problemi di controllo stocastico.

In generale se si vuol dimostrare la regolaritd holderiana, si pud ricorrere
ai metodi di approssimazione mediante iterate [4], [7],. Nel caso di un opera-
tore ellittico a coefficienti costanti ¢ ben noto [6] che, con termine noto I,
p> N, dove N & la dimensione dello spazio ambiente, le iterate sono uniforme-
mente limitate in W2». Questo fatto implica Iuniforme limitatezza in C“*.

I metodi di [6] non sono tuttavia applicabili al caso di coefficienti variabili.

D’altra parte & noto [4] che, con coefficienti €%, la soluzione della disequa-
zione quasi-variazionale & ancora lipschitziana, per cui si & pensato di pro-
vare 'uniforme limitatezza delle iterate in Wr=. Per la dimostrazione si utilizza
il metodo di Caffarelli-Friedmann.

2 - Descrizione del problema

Sia 2 un aperto limitato di R”, di froutiera regolare. Sia a(u, v) una forma
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bilineare continua definita in [H(£2)]%, tale che

ww,) = [ Sau) ) 2 0w, allre S anln) 88 <8

2 4=l £yfel

(2.1)

qg.o. 2€R, VEeRY, a>0, >0, a;e0402).
Per ogni ¢: 2 -+ R, inferiormente limitata, si definisce

(2.2) (M) () = jnt (o + &)

e+ien
Si definisce inoltre
(2.3) I = {plp e HY(Q), v<1 + Mg q.0. in Q},
K*™% & un sottinsieme convesso chiuso di HL(L), non vuoto sse ¢p>-— 1 q.0.in Q.
(2.4) Sia felQ), p>N.

Sia A Toperatore lineare continuo associato alla forma a(-,-); si consideri la
disequazione quasi-variazionale

(2.5) CAuyv— wd=<{o—u> Yoe K™, e KV,

T ben noto che (2.5) ha un’unica soluzione limitata u, la quale inoltre risulta
in W=?(Q) [4]. Sia ora % la soluzione del problema

(2.6) Az =1Ff in Q, 7 e Hy(8) .

B noto[5] che we W2(Q) N (»*(Q), o =1— N[p, ed inoltre |@|y2q,
|@], ., o SO0 superiormente limitate da una costante C= C(N, p, «, |0a:;/0%;] o0,
172l 25 2)-

Per iterazione, posto u®= %, si definisce u*, k€ N, come Punica soluzione
continua della disequazione variazionale

wre H 82, w<l 4 Mu~t q.o.in Q,
2.7 CAuFy v — W) >Lf, 0 — wk)

Yoe HY(RQ), v<1 -+ Mu>* q.0.in 2,
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La successione {w'},., & monotona non crescente e, per k — oo, converge uni-
formemente alla soluzione continua » di (2.5).

Si vuol dimostrare che, nelle ipotesi (2.1), ..., (2.4), la successione {u*},., &
uniformemente limitata in Wre(Q).

La dimostrazione del teorema si articola in due parti.

Nella prima parte, argomento di 3, si esamina il caso in cui la soluzione «
di (2.5) & discosta dall’ostacolo in un intorno di un punto z, di £2. In tal caso
& facile dimostrare che u e le sue approssimanti «* non toceano i corrispondenti
ostacoli, almeno definitivamente, nel medesimo intorno di z,. Quindi si riesce
a stimare superiormente [u*|,1,~, uniformemente per % abbastanza grande,
in tale intorno.

Nella seconda parte, argomento di 4, si esamina il caso in cui % in z, non &
discosta dall’ostacolo.

Si applica allora il metodo di Caffarelli-Friedmann, dimostrando che
{Muk}kﬂ & uniformemente limitata in W»* relativamente ad un intorno di z,,
il cui diametro non dipende né da & né dalla scelta di a,.

3 - Dimostrazione del teorema (parte 1)

Sia « Punica soluzione in Wre{Q) N W22(Q) di (2.5). Sia @, un punto qua-
lunque di Q, possono darsi due casi

o

1) w(w) < %+ Mulzy),  (2)  § -+ Mulw)<ulm)<l + Hulz) .

Si esamini il caso (1). Poiehé u, Mu e C(Q), esiste un intorno V (4, #,) con cen-
tro @, e raggio 4, tale che

(3.1) w(z) < 8/4 + Mulx) VoeTV(0,w).

La successione {#*},., & uniformemente convergente ad %, per cui per ogni
&> 0 & possibile determinare un indice k£, dipendente solo da &, tale che

whe) — w(w) <e, wi o0 —u@4-0)<e
(38.2)
Ve>k+1, Veel, V>0 te.ao+liel.
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Tenendo conto di (3.1), (3.2), si ha in payi’ticolagm per Vo e V(6, m,) e Ve>Fk 4 1
(3.3) wt(w) — Mur—Ya) < [u(z) — w(z)] + [w(r) — Mu(z)]

+ [Mu(z) — MuYz)]<2 + 3/4.

Assumendo in (3.3) & = 1/16, risulta
(8.4) wH2) < 7)8 -+ Mur—1(w) Yee V(6,2), Vh=k(1/16) -+ 1.
Per (3.1), (3.4), esiste un intorno V{4, z,) tale che

w@) <1+ Mu(e), wHo) <l Mu- ()
(3.5)
Yoe V(5,x), Vi>k(/16)-1.

Si osservi, in particolare, che (3.5) assicura che w*e Wr=(V(J, z,)) per
Vk>k(1/16) +- 1. Pertanto {u*},., & una successione di funzioni uniformemente
limitate in Wr=(V(8, z,)) per k>%(1/16) - 1. Si osservi inoltre che il raggio
dell’intorno V(J, x,), determinato da (3.1), non dipende da x,, essendo u e
Mu e Wo=(0).

4 - Dimostrazione del teorema (parte 2)

Si esamini il easo (2). Si definisca il sottinsieme compatto W(x) di 2 nel
seguente modo

(4.1) W(a) = {z 4 llee Q,{>0,0+ [ 2} .
Sia inoltre

(4.2) Z(@y) = {y € W(w,), u(y) = min u(z)} .

2EW (20)

Poiche u € 0(Q), Z(x,) & un sottinsieme chiuso e non vuoto di Wi(w,). L'appli-
cazione Me: Q — R & non decrescente, per ogni ¢ ammissibile, per cui

(4.3) Vye Z(wy):  Mu(y)<uly) = Mu(z,) < Mu(y) .
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Da (4.3) segue Vye X(m): u(y) = Mu(y). Bsiste allora un intorno I,(Z(w,))
tale che

(4.4) w(z) < 1/2 + Mulz) Vze I(Z(x)) .

Con lo stesso procedimento usato nella parte (1) per passare da (3.1) a (3.4),
da (4.4) si deduce

(4.5) ub(2) < 3[4 -+ MuwYz) VazeI(X(z)), VE>k(1/8)+ 1.

Poiché u e Wr(), per ogni &> 0 si pud determinare § > 0, dipendente solo
da ¢, tale che

(4.6) lu(e 4+ ) — wlwe -+ 0)| < e Yoe V{6, m), YieRY.

Comunque prefissato un numero positivo #, 7 < 3/4, sia I,(X(w)) un intorno
di X(w,) tale che

(@) € I,(2(%,)) cC L(Z(x,) , infu(z,+ §)> Mu(@,) + 7,
(4.7) bex
K = {{/my+ { & W(w), 7o+ ¢ Lo(2(@,))} -

Tale intorno I,(X(xz,)) ¢ non vuoto per la continuitd di w,tenendo conto
di (4.3). Per ogniw e V(d,, %), 0 << §;<d, si ha da (4.6), (4.7)

(4.8) infu(w 4 {)>infu(z, 4 {) — > Mu(zy) + 1 — e> Mu(x) - — 2¢ .
(434 lex
Assumendo in (4.8) ¢ = #/4, risulta
(4.9) inf (e + §) > Mu(z) + /2 Ve e V(6(n/4), =) .
lex

Si definisca ora il sottoinsieme di O I,(n)

(4.10) In) = {& + {jx e V(8(n/4), 20), £>0, 2o+ € I,(Z(m))}
e si scelga in modo che

(4.11) 2(wo) cc I, D (@) cc Iy(n) cc Ii( X(w,)) -

Sia 7 uno di fali ; da (4.9)

(4.12) w(@ + §) > Mu(x) + 7/2 Voe V(6(7/4), ), YieK.
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Per la definizione (4.10), si ha, tenendo conto di (4.12), che la relazione
w(z -+ ) = Mu(x) non pud essere verificata esternamente a Iy(7) N W(x),
per @ e V(8(7j/4), o).

Per (4.11), (4.4), [4], si ha inoltre

u(z) < 3/4 -+ Mu(z), wHe) << 3/4 -+ Mu—1(z)
(4.13)
Vee I(i7), VEx>K(1/8)+1.

Da (4.12), segue

inf (@ -+ &) >inf w(e + §) > Mu(z) + 7/2 Vo e V(3(/4), ) ,

4534 [45:4
da cui, per Puniforme convergenza di {Mu~1},5, a Mu,

(4.14)  infur(e -+ O)> Mw(z) -+ /4 Vee V(6(G/M4), z) , YEk>Rk(/4) 4+ 1.

tex

Da (4.14) si deduce che, per k> k(/4) -+ 1, la relazione w*(w - ) = Mux)
non pud essere verificata esternamente a Iy(7) N W(z) per xe V(5(7j/4), w,).

Da tale argomentazione si deduce percid una propriets dei sottinsiemi chiusi
non vuoti X*(m) i W(x,) cosi definiti

(@) = {yfy € W(zy), wy) = min w3z} (ke N);

2E€W(wq)
precisamente, definitivamente Z%(w,) ¢ I4(7) cc I,(Z(%,)).

Si ponga ora k = max {k(1/8), k(7j/4)}. Si considerino le disequazioni (2.5),
(2.7, (k>l§ 4 1) relativamente all’ostacolo cosi definito '

(4.15) (Po)(@) =1 + 1616111297(3} +0  peC@),

dove H = {{[¢>0; my+ ¢ € L(Z(x%))}.
Per quanto precedentemente esposto si ha

Y z) = 1 -+ Mu(s), Purz)=14+ Muz)
(4.186)
Vo e V(3(7/4), @) 5 Vesh+1.
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Sia ora 0 € C°(R¥), cosi definita
0<l<l, =1 in I(H), 6 =10 fuori I (Z(m)) .

Si considerino ora fu e Qur—* (k>k 4+ 1). Per (4.5) v e wite Wre(I(Z(x,)),
da cui Ou, 6u*1, ¥(0u), P (0ur—1) € Wre(R¥).
Perw e V(8(ij/4), wo) : V(0u) = Pu e ¥(u )= Pu*-. Pertanto, per (4.16),

Mu, M-t e Wro(V(8(7/4), w)).

Osservando che Mu< Mu<Mu<¥u— 1 in V(8(7j/4), %), {Mu*~};>, &
contenuta in un sottinsieme limitato di Wr*(V(4(7j/4), ,)). Applicando al-
lora a V(6(7j/4), @) la stima [1], ., [4], segue che {u*~1},5,; ¢ limitata, uniforme-
mente rispetto a %, in Wr°(V(3(7j/4), z)), almeno per k>% + 1.

Si osservi che il diametro di I,(3(w)), definito in (4.4), dipende solo dalla
costante di Lipschitz di 4 e percio, al variare di a, nel sottinsieme dei punti
di 2 per cui vale (2), & possibile limitarlo inferiormente con una costante positiva.

La stessa cosa si pud affermare per I,(2(x,)), tenendo conto del fatto che
anche la scelta di 7 dipende solo dalla medesima costante. Quindi (5j/4), che
non dipende da %, non dipende dalla scelta di ,. Riassumento i casi (1) e (2),
si ha che esiste, comunque prefissato z, € 2, un intorno V(4, x,) di raggio indi-
pendente da z, e da k, tale che {«*},., & uniformemente imitata in Wr=(V (8, 2,)),
almeno definitivamente. Per la compattezza di 2 segue la tesi.
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Summary

In this paper we prove that the appromimating function by iteration of the continuous
solution of an elliptic quast variational inequality (see [4], [7];) are wniformly bounded in
Wi, in the case in wich the coefficienis are C.
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