Riv. Mat. Univ. Parma (4) 10 (1984), 17-26

F. Darn FABBRO ¢ A, FURIOLI MARTINOLLI (¥)

Sul prolungamento analitico
delle soluzioni di sistemi ed equazioni lineari

a derivate parziali (**)

1 = Introduzione

In precedenti lavori ([1]1,2,3, [2],) si sono studiati sistemi ed equazioni
lineari in campo analitico, ottenendo teoremi di rappresentazione, di prolunga-
mento analitico delle soluzioni nell’intorno delle singolarity, dei coefficienti e
termini noti e teoremi di esistenza di soluzioni per problemi singolari di Cauchy.

Questo lavoro completa e stabilisce un collegamento tra i precedenti.

Piu precisamente, nella prima parte del lavoro, 2, si riprende in esame il
sistema lineare del vettore incognito complesso 2(z, ¥) = (i@, y)] (@ = oy -+ 2,
y=14+ W i=1,..,N)

(1) By = mn-A-(y)zx_*‘ B(m’ y)z + f(‘vy ?/) ('n>17 intero) ,

studiato in [1], nelle ipotesi che la matrice dei coefficienti A(y) = [#:(y)]
(3,7 =1, ..., N) sia analitica in un aperto Q connesso di ordine di CONNESSTONG
(finito) qualsiasi, la matrice B(x,y) = [bis(z, 9)] e il termine noto f(z,¥)
=[f:(@, ¥)] siano analitici in Rx X, dove Ba rappresenta il disco {m: |@| < o}
(0<a< -+ oo). (Segnaliamo che, parlando di funzioni analitiche, facciamo riferi-
mento alla definizione di Weierstrass; pertanto coefficienti e termini noti PossoOno
presentare singolaritd di tipo qualsiasi e quindi anche polidromie).

(*) Indirizzo: Dipartimento di Matematica, Facoltsd di Ingegneria, P.za Leonardo
da Vinci 32, 20133 Milano, Italy.
(*%) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.AF.A. (C.N.R.). — Ricevuto: 9-IX-1981.
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In[1]; si & studiato il comportamento delle soluzioni del sistema (1) nel-
Pintorno della retta complessa singolare » = 0, ottenendo che tale sistema
gode della seguente proprietd: considerata una qualsiasi soluzione, ad ogni
aperto limitato ', con 2 c Q, & possibile associare un intorno di z = 0, R
tale che essa sia analitica in R, x Q'

(')

Nel presente lavoro si ottiene che, se la matrice A(y) é analitica in un aperto
0> 0, ferma restando per Blw, y) ed f(x,y) Vipotesi di analiticita in RxXQ,
¢ possibile associare un tale intorno R, anche ad ogni aperto limitato Q' C Q
(anziché £’ c Q), purché il contorno 32, privato al pitt di punti isolati, sia
di classe O

Questa ipotesi sul contorno di Q' si riesce a ridurre se A(y) == A costante;
in questo caso infatti basta che 082’ sia I'unione di una linea generalmente re-
golare e di punti isolati.

Se A(y) = A costante ¢ inolire possibile dare una valutazione del raggio «(Q').
In ogni caso, se n> 1 oppure 0 < oo << + oo, si ha «(2') < o; solo per n = 1
ed o == -} co 8i ha (') = ot = + oo.

Da questo risultato di prolungamento segue pertanto che, se la mairice
B(w, y) ¢ il termine noto f(x, y) sono singolari su retie complesse {(=, yf): % € Rs}
(I =1, ..., L), mentre A(y) ¢ olomorfa in vy, considerata una qualsiasi soluzione
e fissato arbitrariamente un intorno limitato Q% dei punti y) (con 2% che escluda
le eventuali singolarita di A(y)), ¢ possibile determinare un intorno di @ — 0,
B (in generale strettamente contenuto in R.)iale che nel campo R, xQ* la
soluzione non presenti singolarita diverse da quelle & B(z, y) ed f(z, y).

Questa proprieté non vale invece nell’intorno di singolarita di A(y), come
mostra il comportamento delle soluzioni di una semplice equazione lineare

del primo ordine.

Si osserva quindi che le singolarita di A(y) limitano il campo di analiticite
delle soluzioni in modo pit forte delle singolarita (del tipo sopra precisato) di B(w, ¥)
ed f(z, y); cid si giustifica ricordando che la possibilitd di effettuare il prolunga-
mento analitico delle soluzioni & legata alla natura delle caratteristiche e
quindi, in definitiva, ai coefficienti delle derivate parziali.

Se la matrice B(w, y) e il vettore f(x, y) sono singolari su wna linea complessa
{(®, y(x))}, si studia il sistema (1) in campi di analiticitd per i coefficienti e i
termini noti del tipo RxXQ (con QCy{|z| > o}).

Dai risultati ottenuti segue che considerati i punti singolari {(=, y(z)):
|@|= o}, che si trovano sul contorno, anche se la matrice A(y) & olomorfa in y(2),
V|&| =0, non é possibile prolungare una generica soluzione in un campo C Ry X 2
a distanza arbitrariamente piccola da tali singolarité (a differenza di quanto av-
viene nel caso delle rette singolari sopra esaminate).
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Un semplice esempio di un’equazione lineare del primo ordine mostra che
questo risultato, relativo al prolungamento analitico delle soluzioni in campi
del tipo precisato, non & ulteriormente migliorabile.

Nella seconda parte del lavoro, 3, si considera la seguente equazione lineare
di ordine m nell’incognita complessa {(w, ¥)

amC T amc {m—1).n amz 0 amc
(2) % = “1(?/) awm + 1 aﬂ(y) Y ay +"' }‘ & a’m(y) oz aym,_l
am—IC om—1 é‘ am—lC

_— 2 (m—1}n 2 n 2
_{— bl(m7 ?/) aym_l + & b2(m7 :l/) awm,_l + b + @ bm(w7 ?/) ax aym_g

+ bu(m)—z(mj Z/) Cy + @" ba(m)"l(mi ?/) C:c + ba(m)(mi y)c + g(m? y) b

dove m, n sono interi >1 e si & posto per brevitd o(m) =1 + 2 -+ ... 4 m.
Tale equazione & caratterizzata dalla proprietd di avere i coefficienti delle
derivate parziali di ordine I rispetto ad # (I= 0,1, ...,m) del tipo #""¢(=, ¥),
dove le funzioni ¢(z, y) sono arbitrarie, ma dipendono dalla sola y per le derivate
di ordine massimo.

Si suppone che le funzioni e, y) (¢ =1,...,m) siano analitiche (nel senso
di Weierstrass) in £, le funzioni b,(x,y) (j =1, ..., o(m)) e g(x, y) siano ana-
litiche in R, X £, con il significato dei simboli sopra precisato.

Facciamo notare che Pequazione (2), eon # = 1, comprende, come casi
particolari, due equazioni del secondo ordine studiate in precedenti lavori,
precisamente Pequazione del tipo di I'uchs

(3) '3/2 Cw+ ?/Cy -+ C = wzyé'm ’

studiata in [1],, e Pequazione del tipo ipergeometrico

(4) Yy — 1) G+ [ + f+ Dy — pll + ofl = 20 Lo+ paels 4 90

studiata in [1],.

Per tali equazioni si sono ivi ottenute formule di struttura delle soluzioni
e da queste sono stati dedotti in particolare teoremi di prolungamento analitico
delle soluzioni nel’intorno delle singolaritd dei coefficienti e teoremi di esistenza
di soluzioni per problemi singolari di Cauchy.
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Questi risultati vengono ora esbesi all’equazione (2), osservando che me-
diante la sostituzione

(8) L@, ) = L(2, 1) , Lo, y) = 2L, Gy y) =&,y
Cd(‘vy 2/) = 0, y Cﬁ(wa ?/) = wanv ’ é‘a(w’ ‘J/) == Cuu 9 eve s

a(m—z)é‘ (m—l)é‘
Ca(m-l)(w7 y) 8./("'*2) ’ Ca(m-—l)-i-l("r; ?/) = glm=1n

Dptm—1?
gm- [ 8("‘—1)C
— plm~2)n.__ > — mn
Co(m—1)+2(w7 ?/) = @ ) ay LS Co(m)—l(w7 ?/) = 2w ay(m_g)
a(m—l)é‘

Cotm(@, y) = 5;],,,—_5 ’

la (2) viene trasformata nel seguente sistema lineare di ordine o(m)

o, o, % &

—_— 0 3 p—
ay_é'ai ay"— axi aJ CG:
oL, ot 8, 0%, By
il P sy %——$5—5;@“Cm:""
aCG(m—l) — aé‘o'(m)—l - n aCa(m)
“ET—C°""”"" y 24 FyE
a o{m a a{m— o{m— 2 a oim
ot — Lo g) 2 ) B ) )
+ bl(x’ 3 )Ca(m) + [b2(wy K/ ) - (m — 1)nw"~1al(y)]Cu(m—ll+1
+ + [bm(wy ?/) - nwn_lam—l(y)]é.a(m)—l + soe + bo‘(m)—z(m7 ’_1/) Ca
+ bo‘(m—l(w) ?/) Cz + ba(fn)(m7 ?/) Cl + g(w7 f_l/) .
L)
Tale sistema, introdotto il vettore 2(x, y)= : , assume la forma vet-
Co(m)(w’ :1/)

toriale (1), dove A(y) e B(z, ) sono opportune matrici costruite rispettivamente

con i soli coefficienti a,(y) e con i coefficienti a,(y), b,(w, ¥) e il termine noto

0

Hx,y) 6 i1 vettore [ : ] .
9(z, y)
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Ne segue che dai teoremi di prolungamento e di esistenza di soluzioni per
un problema singolare di Cauchy enunciati in [1];, [2], e in 2 di questo lavoro
si possono dedurre analoghi risultati per Pequazione (2) (risultati che in parti-
colare per le equazioni (3) e (4) erano gia stati ottenuti in [1}; e in [1], diretta-
mente dalla rappresentazione delle soluzioni).

Per Pequazione (2), con m = 2, si studia inoltre il seguente problema di Dar-
bouw, singolare perchd una condizione & assegnata su & = 0,

(6) Cy= 2y (Y) Cow @ Ay(Y) Cay -+ bu(®@y )&, -+ @* by(@, y) Eat bal, e+ g(®, y)

L, §) = ol@), C0,9) =) (F2;00)=p@),

dove @(z) & un’arbitraria funzione analitica in Rs.

Si ottiene una condizione sul dato y(y) necessaria. per lesistenza di solu-
zioni; se tale condizione ¢ soddisfatta, si dimostra che il problema (6) ammette
infinite soluzioni.

Notiamo che questi risultati si applicano in particolare alle equazioni (3) e (4).

Problemi analoghi sono stati precedentemente studiati in campo reale
(v. [2],) e in campo analitico (v. [3]). In questi lavori le rette portanti i dati
sono entrambe singolari; pertanto i dati non possono essere assegnati ad ar-
bitrio ma sono soggetti entrambi a condizioni, necessarie per Tesistenza di solu-
sioni. Si danno inoltre condizioni sufficienti per Pesistenza di un’unica solu-
zione, analitica in [3], lipschitziana ed appartenente ad un opportuno spazio
funzionale in [2];.

Per l'equazione (2) si dimostra infine un teorema di rappresentazione delle
soluzioni, dal quale, conoscendo i coefficienti ed il termine noto, & possibile
dedurre anche il comportamento delle soluzioni nell’intorno delle singolarita,
in modo analogo a quanto ottenuto in [1]; e in [1]. per le equazioni (3) e (4).

9 — Teorema 1 (di prolungamento). Sia dato il problema di Cauchy

2, = a" A(y)2 + B(@, y)z + f(@, ¥)
(7 (n>1, intero; 7€ 82)
#(w, 7) = @(@)

nell’ipotest che la matrice B(w, y) ¢ il termine noto f(x, y) siano analitict in Rx X2,
la matrice A{y) sta analitica in 0> Q e infine il dato p(z)= [pi(»)] (=1, ..., N)
sia analitico in Bx.

Per ogni aperto limitato Q' C Q, avente il contorno 0%, privato al pit di
punti isolati, i classe C* esiste un numero positivo (') tale che la soluzione
del problema (7) sia analitics (in generale polidroma) in R g X8

122



12 F. DAL FABBRO 6 A. FURIOLI MARTINOLLI [61

Se n>1 oppure 0 < a < -+ oo, risulla a(Q') < a; solo nel caso n =1 ed
o= -+ o008t ha o(Q') = o = - co.

Teorema 2. Siano verificate le ipotesi del Teorema 1 per B(w,w), f(z, y)
e per il dato @(@); sia inoltre A(y) = A = [a;,] costante. La soluzione del pro-
blema (7) ¢ allora analitica (in generale polidroma) in R, X Q', dove Q' & un qual-
stast aperto limitato C £2, con contorno 09’ costituito da wna linea generalmente
regolare e da punti isolati. Il raggio «(Q') si pud cosi valutare

(8) (') = wexp[— 2N M(a(2’) + HQ2")] se =1,

1
T [t 2N M(n —1)(o(@) + MO

(9) o £2) se n>1,

dove M = max {|ay;|:4,j=1,..,N}, o(Q)=sup {|ly—7|:ye 2} ¢ AQ")
rappresenia la lunghezea della parte di contorno di ' che non coincide con il con-
torno dell’inviluppo convesso di £'.

Osservazione 1. Dai teoremi 1 e 2 segue in particolare che, se lo ma-
trice B(w,y) e il termine noto f(x, y) sono singolari sulla retta complessa {(2, 0):
@ € Ro}, mentre la matrice A(y) é olomorfa in y = 0, la soluzione del problema (7)
¢ analitica in ogni campo del tipo Bap X8, 4(0), dove 8, 5(0) = {y: 0< |y]|
< B <+ oo} ¢ un qualsiasi disco forato CQ (con B> |7|) ¢ a(f) & un conve-
niente numero positivo o «(f) = -+ oo.

Se in particolare A(y)= A costante, risulta

a(f) = o exp [— 4N MB] per n=1,

— 1 ‘ ;
OC(/S) _ [1/“11—1 + 41\7]1[(% __1)/9]1/"__1 per n >

(si & posto M = max {|ay|:4,j =1, .., N}).

Se anche la matrice A(y) é singolare in y = 0, in generale si puod solo affermare
(v. [115) che la soluzione del problema (7) é analitica in campt del tipo B ., ;) X8, 5(0),
dove 8,,(0) = {y: 0 <y < |y| < <+ oo} ¢ una qualsiasi corona circolare (con
Y < 1§| < 9) tale che 8,,(0)C 2 e aly, d) é un conveniente numero positivo.
Un semplice controesempio & fornito dall’equazione del primo ordine consi-
derata nel Teorema 4 in[1],

L= "’;7 Lot b, 9)E + g(a, 9) (n> 1, intero) ,
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dove b(z,y) e g(x,y) sono arbitrarie funzioni analitiche V(z, y), con y #0.
Nella successiva Osservazione 5 si vede infatti che, per le soluzioni {(z, y) ot-
tenute partendo da dati {(z, 7) (con 7 %0) trascendenti intere, risulta

1 o
)if]l/n-—l} dove ,UJ()/; (S):nla,x {10g>-

Ars 0= [ D) (e, ) +

e quindi lim ey, 6) = 0.
70

Osservazione 2. Consideriamo ora un semplice esempio di un’equa-
zione lineare del primo ordine che permette di chiarive i risultati di prolunga-
mento obtenuti nel caso in cui i coefficienti e i termini noti siano singolari su
una linea complessa {(z, y(x))}-

Sia dato il problema di Cauchy

M -1 g 1

b= M= Ty —a)(e—a)

, L@, §) = (p(a')) (g € S«.+w(0)) ’

con g(z) analitica in Ra. Dai teoremi 1 e 2 segue che, considerata una qualsiasi
corona circolare S p(0) (con o< |7] < B <+ o0), la soluzione {(w, y) & analitica
in un campo Rap XSap(0), con a(B) < o conveniente.

Ci si chiede se questo risultato sia migliorabile, nel senso che si possa ulte-
riormente prolungare {(z, y) in tutto il campo Ry x84 p(0), fino ciod ai punti

singolari (, ), con |@| = o La risposta & negativa, osservato che la soluzione
1 — _ —
b, y) = o, A —woxp[— HF— 1)) p(@ exp [— MG —9)])
g—y , 1 . wesp[— MF—y]—«
- o T Mo log L — o }

& analitica in Rag XS« 5(0), dove a(f) = o exp [M(Rej — )] < .
Si vede quindi che at punti singolari (x, x), con |#| = o, non ¢ possibile avvi-
cinarsi indefinitamente con campt di analiticita del tipo considerato.

3 — I prossimi quattro enunciati, relativi all’equazione (2), sono stretta-
mente legati, tramite la sostituzione (5), a risultati ottenuti in [1];, [2]; e in 2
di questo lavoro; ne omettiamo pertanto la dimostrazione,
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Teorema 3 (di prolungamento). Si consideri il problema di Cauchy

) -y ) ~
(10) equaztone (2), W (2, 7) = @;(@) (t=1,...,m; §Q),

nell’ipotest che 4 coefficienti a(y) (3 = 1, ..., m) siano analitici in £, 1 coefficienti
biw, y) (j =1, ..., o(m)) e il termine noto gz, y) siano analitici in Ry XQ ¢ infine
% dati @) siano analitici in Ry.

Per ogni aperto limitato Q', con Q' c Q, esiste un numero positivo a(£2') tale
che la soluzione sia analitica (in generale polidroma) in B, x82'.

Teorema 4 (di prolungamento). Sen =1 ed « = 4 oo la soluzione del
problema (10) ¢ analitica (in generale polidroma) in tutto il campo R, x Q.

Teorema 5 (di prolungamento). Siano werificate le ipotesi del Teorema 3
ed inolire 4 coefficienti a,(y) (i=1, ..., m) siano enalitici in un aperto Q> 0.

La soluzione del problema (10) & allora analitica (in generale polidroma) in
ogni campo R g X ', dove Q' & un qualsiasi aperto limitato C Q (anziché Q' c 2),
con contorno 08" del tipo precisato nel Teorema 1, e a(R2') & conveniente.

Se in particolare 1 coefficienti a; sono costants, la precedente affermazione vale
per aperti limitati L' C Q con contorno 99’ del tipo precisato mel Teorema 25
tnolire il raggio (') pud essere walutato, rispettivamente nel caso n=1 on>1,
medianie la (8) o la (9) in cwi si ponga N = o(m) ¢ M = max {1, la;:
t=1,..,m}.

Teorema 6 (di esistenza). S8i consideri il problema singolare & Cauchy

ot-1

(11) equazione (2), g 0, ¥) = y.(y) (i=1,..,m),

nelle stesse ipotesi del Teorema 3 per i coefficienti e il termine noto della (2).

Il problema (11) mon ammette soluzione se le funzioni wi(y) non soddisfano le
equaziont linears ordinarie di ordine m che si ottengono lo prima dall equazione (2)
in cut st ponga x = 0, le successive derivando (m — 1) volte la (2) rispetio ad z
¢ sostituendo x = 0.

Se p,(y) sono integrali di tali equazioni, é possibile assegnare 1 dati iniziali
(040 Z[oyt=) (m, §)= @y®) (( =1, ..., m; § € ), analitici in Ry, in modo lar-
gamente arbitrario, in quanto essi devono soddisfare le sole condizioni

de-vg, - qu-ng,

dgten VT Tgam #) (G l=1,...,m),
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Si ottengono in corrispondenza infinite soluzioni il cui campo &i analiticitd viene
precisato dai teoremi 3, 4 ¢ 5.

I risultati che seguono, a differenza dei precedenti esposti in questo para-
grafo, sono ottenuti direttamente dall’equazione (2); essi sono relativi al problema
singolare di Darboux (6) ed alla rappresentazione delle soluzioni della (2).

Bnunciamo e dimostriamo per semplicitd il teorema di rappresentazione
nel caso m = 2 ed n = 1, caso che generalizza le equazioni (3) e (4). L’estensione
ad m ed n qualsiasi non comporta infatti nessuna difficoltd ma soltanto pesan-
tezza formale.

Teorema 7 (di esistenza). Sia assegnato il problema singolare di Dar-
bouw (6), nelle stesse ipotest del Teorema 3 per ¢ coefficients e il termine noto della (2),
¢ sia il dato @(x) wnw’arbitraria funzione analitica in Bs.

Tale problema non ammetie soluzione se il dato w(y) non soddisfa Uequazione
lineare ordinaric

(12) P'(y) = b:(0, 1) %' (y) + ba(0, 1) w(y) + 9(0, 9) -

Se p(y) ¢ integrale della (12) il problema (6) ammetie infinite soluzioni il cut
campo di analiticita viene precisato dai teorems 3,4 ¢ 5.

Teorema 8 (di rappresentazione). 8¢ consideri il problema di Cauchy

Cow= 02;(Y) Con+ 8Cs(y) Loy + Do, 9) 8y + @ba(@, Y) Lo + ba(@, ¥)E 4 9(@, ),

(13)
é.(my ?7) = <771(90) ’ Cy(wy g) = (Pz(w) (:17 € 'Q) ’

nelle stesse ipotesi del Teorema 3.
La soluzione & allora dotata del sequente sviluppo in serie di potenze di x:

+ o

L, y) = 2, Culy)a®, dove © coefficienti Ci(y) sono analitici in tutto £, in quanio
I=0

risolvono 4 sequenti problemi di Cauchy per equazioni lineari ordinarie (dipen-

denti da T)
£ = (kas(y) -+ b)) &y + (e — 1) ax(y) + Fbao(y) + bsol)) L

(14) ) + S D)l [k — Dbuly) + bal@)Cem} »
Ck(:‘y—) = (Plk ] C;,(g) = (ka ]

(si & posto: by(y) = (L11)(3D,/8a%)(0, 9), guly) = (1/k!)(2*g/3)(0, ),
pu= (L[k1)(@:/dz?)(0), con §=1,2; j=1,2,3; k1 =0,1,...).
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4 —~ Dim. del Teorema 1. Se si ha 02 =0 (ciod Q = C) oppure la
distanza (euclidea) d(0£2, 82) > 0, sono soddisfatte le ipotesi del Teorema 2
‘in [1];, da cui segue la tesi, qualunque siaz il contorno ¢£'.

Sia ora d(cQ', 22) = 0; ¢& possibile, in questo caso, per Vipotesi faita sul con-
torno 082, costruire un aperto limitato Q" c Q', con Q" ¢ Q, in modo tale da poter
ricoprire Q' — Q" mediante cerchi con centri in Q", contenuti in Q', di uguale
raggio f conveniente.

(On modo per costruire Q” & il seguente: considerata una generica linea
chiusa regolare 4 facente parte del contorno di £/, si costruisca in 2’ una linea A
"parallela’ (nel senso che 4 e 4 hanno in comune in ogni loro punto la normale)
e a distanza § da 1, con f sufficientemente piccolo in modo tale che, Vije A,
il cerchio Sy() sia interamente contenuto in Q'. Se il contorno 29’ & costi-
tuito anche da punti isolati, costruiamo intorno a ciascuno di essi una circon-
ferenza I di raggio # sufficientemente piccolo in modo tale che, Vij € I, si abbia
Sp(f) c Q'. Bia Q" un qualsiasi aperto limitato c £, con 0" c 2, che contenga
le linee (regolari) A e le circonferenze I'; esso gode della proprietd che, Vy*
€ Q' — ', esiste un punto e A (o €I') tale che y*e 8,(F)(c 27)).

Fissiamo inoltre un numero positivo f > f, arbitrariamente se 00 = 0
(ciod @ = C), in modo tale che f < f < B + d(22', 3) se 93 £ 0 e indichiamo
con & un qualsiasi aperto limitato, con 3 c Q, per cui risulti (32, 8!5) >F—p
(!5 gode allora della proprietd che, Vied (o €l'), si ha Sz(@) c 5)

Hssendo Q" limitato ¢ Q" c Q, in base al Teorema 2 in [1], esiste un numero
positivo (") < o tale che la soluzione 2(w,y) del problema (1) sia analitica in
R o X 82",

Fissiamo ora Pattenzione su un generico punto y*e Q' — Q" e sia e Q'
tale che y* e Sy(§) c 2.

Dimostriamo che la soluzione z(x, y) del problema (7) é prolungabile anali-
‘tieamente in tutto il campo B 5 X{Q" U 8y(d)}, dove

™

— ‘6)“’5 se n=1,

+8

(15) a(f) = (") (

™

1
p = {1/ (ce(2) 2 +-2(n — 1) N MB[ (log* (F — P)/f) >+ (aresin p/B)*] vz} s

(16) o

se n>1,

con M opportuna costante che non dipende da y*.

Infatti, considerato il problema di Cauchy con dato z(z, ) = [{i(, #)]
(=1, .., N) analitico in B, € scelli arbitrariamente due numeri positivi
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o < a(Q"), B’ < B, a tale problema & possibile associare il seguente problema
maggiorante in Ra XSp{f):

11' 1 1...1
L A T
(17) Z”J:w 1___(1/__?7)/5 [ ....... ] Z”
o 11---1 . 1
i, e pl .
1 VA 1
+ (1—a/e) 1—@—0NF) [ ------- ] +(1-—03/oc’> L—w—9/p) H’
11---1 1
1
mmm=@m[l,
1

dove
Z(m, y) = [Zd=, y)] (t=1,..,N),

M =max {|ay(y)|:ye Qs 4,j =1, .., N},
M=DM (e, ﬂ’):max{[bﬁ(w, 9, |fd, )| (@ 9) ER; XSp'(ﬂ)i 1, § =1, "-’N}r

@(r) & una funzione analitica in R, maggiorante di tutti i dati (=, 7). La
soluzione Z(z,y) del problema (17) sard quindi maggiorante della, soluzione
2(w, y) del problema con dato il vettore z(w, §). Ora & immediato verificare che
Z(z,y), analitica per il teorema di Cauchy-Kowalewski in un conveniente
intorno di (0, ), ha tutte le componenti uguali alla funzione w(z, y) che risolve
il seguente problema di Cauchy (per un’equazione lineare del primo ordine)
o NM o - NM,

1—@—9PF ~  C—a/)Q—G—F
(18) M,

T A= = —5)F)

W, = w
)

w(@, §) = P®) .

Integrando il sistema delle caratteristiche, si deduce un’espressione integrale

di w(x, y) che permette di determinarne il campo di analitieitd in Re. X Sa (7).

Infatti il sistema caratteristico associato al problema (18) & il seguente
NM

@'(t) = i—ww"(t)’ y'(t) =—1,
(19)

w(t) = — N, M,

A=y == " " TE—a) C— G — )’

con le condizioni iniziali #(0) = 7, ¥(0) = %, w(0) = D(7).
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Ne segue che, nel caso n =1, la soluzione del problema (18), in forma
parametrica, ¢ data da (%)

alt, v)=1(1 + é)ff L T =—1 4 g,

Lo, f dw
w(t, )= exp [— N M, « 6'. 0 T w0 (@ — 70 F wjfjmd) 1

. exD [N [ ao)(L+ o) (o — (1 + vjfpi)]
—_— J— Il / 0 _ _
07) = e of (1 4 /") (e — (L + w/f)wuf)

du } .

Tale soluzione pud anche essere posta nella forma w = w(w, ), osservato che,
esplicitando le prime due delle equazioni (20) rispetto a ¢ e 7, si ha

~ ; T—y _ ~
(21) @y =0—y, oy =a( +‘/—/—§—J) yup

Dimostriamo ora che la soluzione maggiorante w(w, y) é analitica nel campo
B,y X 8p:(H), dove

=

!

(22) o) = o (5+§, )l

A tale scopo osserviamo che la funzione w(t, 7) definita dalla (20) & analitica
nel campo {|t| <p} x{|v| <o&'(1 4 f/jp)-~uF}. (Ivi infatti risulta |z
<a(Q"), |7(1 4 t|f)y¥E | < o). Tenuto inoltre conto che le funzioni #(w,y) e
7(®, y) sono analitiche in tutto R X 85:(§), si deduce che la soluzione w(t(z, y),
7(w, y)) & analitica nel campo, contenuto in B, X 8s(f), immagine inversa se-
condo la trasformazione (21) di {|#| < p} x{|v|< (1 -+ f'|f)—>1F}, ciod nel
campo

{(@,y) € Ru X 8p(@): 8@, )| < ', |v(@, )| <o’ (1 + %)‘”‘5}

1

= (@ ol <e, ly =gl < F, o] <o’ (14 Z )5 1 +g—g@ KO

{!) In questa e nelle successive formule relative alla soluzione del problema (18)
facciamo riferimento alla determinazione principale delle funzioni polidrome che
intervengono,
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Risulta quindi

1B+ 39—yl

T )zv,uﬁ:yeg"ﬂ’,‘(‘g_)} _ a,(ﬂ_‘:ﬁ)mﬁ.

a(f’)= inf {a'( ITp

Veniamo ora al caso n > 1.

Integrando il sistema (19) con le condizioni iniziali sopra precisate, si ot-
tiene, per la soluzione del problema (18), la seguente forma parametrica

T
T I =) NMr log (T + yp P

(1, T) ¥ty =—¢t+ 79,

(23)
¢ du

t —NMy B’ -
w(t, v) = (1 4 F,) Fexp [~ NM,v of (1 + w/B") (o' Ay T) — T)]

| : % , d(u, T)
. 7 ! — ¥ D
{(ﬁ(‘[) I!Iloc Of (1 + ﬂ/ ) i * OC’ d(u’ 'L') —T

- n dv
>0 e f ey wawm, 5 =)

1w,

dove si ¢ usata, per brevitd, la notazione d(t, 7)= [1 -4 (1 — n)NMfr"1
log (1 + t/B)Jn-1.

La soluzione del problema (18) pud anche essere posta nella forma w = w(z, )
osservato che, esplicitando le prime due delle equazioni (23) rispetto a ¢ e 7, si ha

o, y) =F—y,
(24)

€T
T = ) Mg g (L G— )BT

Procedendo in modo analogo al caso n = 1, si dimostra che la soluzione

\

maggiorante w(z, y) ¢ analitica in wn campo R .\ x8,(H), dove perd ora

1
{L/(e") " 4-2(n—1) N MB[ (log* (F—B")/B)* + (arcsin f'[f)z] 2} 12"

(28) «l(f) =

8i pud pertanto concludere che, sia nel caso n = 1 come n > 1, la soluzione
#(@,y) del problema con dato il vettore z(w, §) & anche essa analitica, VB’ < B,
nell’intorno R, X 8p(ff), dove il raggio a(f’) & definito dalle (22) e (25) rispetiti-

vamente nei due casi,
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Utilizzando problemi maggioranti del tipo (18), con o < a(R2") e f' < f
arbitrari, si deduce inoltre, in base alle (22) e (25), che z(x, ¥) ¢ analitice in tutio
Pintorno Rug XSp(f), eon «f) dato dalla (15) o dalla (16) a seconda che si
abbia » = 1 oppure n > 1.

Si vede quindi che la soluzione 2(x, y) del problema di partenze (7) é prolun-
gabile analiticamenie nel campo Rag x {027V Sa(d)}.

Poiché¢ Paperto Q' — Q" si pud interamente ricoprive mediante cerchi
Sp() c £2', con centri § € 2" e ad essi si pud associare lo stesso intorno Rag di
« = 0, si conclude che la soluzione z(z, y) del problema (7) & prolungabile anali-
ticamente . tutto il campo B, X 2" con a(Q') = aff).

In base alle (15) e (16) risulta o(Q') <<« se n>1 oppure 0 < o << 4 oo;
solo nel caso n =1 ed o = - oo, essendo «(") = -+ oo, si ha «(Q2') = + co.

Dim. del Teoremsa 2. In base al teorema di Caunchy-Kowalewski il
problema (7) ammette un’unica soluzione analitica in un conveniente intorno
di (0, 7).

Partiamo da questo intorno per effettnare il prolungamento analitico,
limitandoci per il momento a ragionare nel campo R, xSs(7), dove § & la di-
stanza di § dal contorno 0&2 di Q.

Fissati arbitraviamente due numeri positivi o' <o ¢ f'<< ff, osserviamo che
al problema (7) & possibile associare il seguente problema maggiorante in
R“' x8 ,8'(?7)

11---1 - 11---1
....... I
— Man Z, ——
(26) Z,, Mz l: ....... :l +(1_(y__y)/ﬁl)(1__w/txl)[ ....... ]Z
11---1 1---1

M,
+ 1 —@—)p) 1 —a/) [1] ’

dove: Z(z,y) = [Ziz,y)] (i=1,..,N); M= max {!ﬁw_’_ﬁ_%.? =1, .., N};
M= My(oy f') = max {|bis(2,y) |, |fdz,9)|: (%, 9) € R, X8p ()3 4,j=1,...,N};
@(z) & una funzione analitica in RB,, maggiorante di tutti i dati ¢;(x).

La soluzione Z(z, y) del problema (26) sard quindi maggiorante della solu-
zione z(x, y) del problema di partenza (7).

Ora & immediato verificare che Z(z, y), analitica sempre per il teorema di
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Cauchy-Kowalewski in un eonveniente intorno di (0, ), ha tutte le componenti
uguali alla funzione w(z, y) che risolve il seguente problema di Cauchy (per
un’equazione lineare del primo ordine)

M, N w4 M,
=l —=pp)a—af) = " (1= G—7F)L—aj)’

w, = N Marw, -

Integrando il sistema caratteristico associato

@'(t) = NMar(@t), y'(t)=—1,
w'(t) = — I, w(t) — A
=) —afe) 1—@y—/p)1—az/)’

con le condizioni iniziali #(0) = 7, y(0) = #, w(0) = &D(7), si deduce un’espres-
sione integrale di w(w, i) che permette di determinarne il ecampo di analiticitd
in R, X8p(y). Si ottiene cosi che la soluzione maggiorante w(z,y) é analitica
nell’intorno B, g X Sg(y), dove

(28) (') = o' exp[— 2MNS] se n==1,
N 1 1
(29) Ap) = /(@)= + eMNn—1) s "=t

Ne segue che la soluzione z(wz, y) del problema di partenza (7) & anch’essa
analitica, Vf' <, nell’intorno B, 5y X8p(7) appena definito.

Utilizzando problemi maggioranti del tipo (27) con o <o e §' << § arbitrari,
si deduce infine, in base alle (28) e (29), che z(x, y) ¢ analitica in tutio il campo
Rag X 8p(7), con

(30) a(f) = aexp[— 2MN[] sen=1,

1

(31) “P) = (e e et

Prendiamo ora in esame Paperio limitato Q' C 2, supponendo dapprima che
esso sia semplicemente connesso (e naturalmente contenga ).
Considerato un punio qualsiosi y* e 2" e detta f* la distanza di y* dal
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contorno ¢’ di ', dimostriamo che la soluzione z(z, y) del problema (7} é pro-
lungabile analiticamente n un intorno B X Sp(y*), con «(f*) conveniente.

Infatti, essendo Q' connesso, & possibile congiungere 7 ad #* con una linea
I'c ' generalmente regolare. Ricopriamo I” con un numero finito di cerchi
Sy = 1), 8p,(¥2)s -5 oy, = y¥), aventi i centri su I'y raggi minori o
uguali alla distanza dei centri da 8£2' e tali che ciascuno contenga il centro del
successivo. Assegnato il nuovo problema di Cauchy con dato il vettore z(z, 1),
analitico in B ,, (essendo g, € 8p (7)), dalle (30) e (31) segue che la soluzione
#(@, y) del problema (7) & prolungabile analiticamentein & ., X {S’,;l (yy) U Sﬂg(?jg)},
dove

a(fo) = cexp[— 2MN(B, + f)] se n=1,

1

“P) = TN =D Bt fope T

Considerando successivamente gli (L — 1) problemi di Cauchy con dati i vet-
tori 2(x, 4,), analitici in Rap,_, (I = 2, ..., L), si riesce a prolungare analitica-

L
mente la soluzione (2, y) nel campo B4 x{u S,sl(y,)}, dove
=1

o) = o oxp [~ 2MN(y+ fot . + f¥)] sem=1,

(f*) = l se n>1;
(@) ) F2UN (0 —1) (BBt . A ’

tale campo contiene in particolare intorno R g« XSz (y*).

Osserviamo che, essendo Q' semplicemente connesso, #l prolungamento di
z(m, v) nell'intorno di (0, y*) é indipendente dalla scelte della linea I'c ' general-
mente regolare, congiungente i ad y* (cfr. (4], Cap. 1, § 6, p. 43).

Per dare una stima di «(f*) che permetta di dimostrare 'esistenza del raggio
«(2'), supponiamo preliminarmente che Q' sia anche convesso, oppure prolun-
gabile in un aperto limitato ¢ convesso C Q, che indichiamo anecora con lo stesso
simbolo £'.

In questo easo infatti & possibile congiungere un punto qualsiasi y* e £
ad 7 con un segmento oy« C £ e ricoprire o; « mediante un numero finito di
cerchi Sp (y1=¥), ..., Sp,=p*(y, = y*), del tipo sopra precisato, in modo tale
che si abbia S+ S+ ... + ¥ < |[F— y*|+P* -+ /(1 —¢), con 0 < e <1 ar-
bitrario. Ne segue, per Parbitrarieta di e, che

wf*)> e exp [— 2MN(|§ — y*| + )] se n=1,

OC(,B*) = - & = —1
‘ [+ 2MN(n —1) (|7 — y*| + f*)]¥"

se n>1,
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Osserviamo inoltre che, essendo Q' limitato, risulta, Yy*e ',
7 — y*| + pr<sup {|7— y|: y€ 2} = o(Q') e quindi

a(f*) > o exp [— 2 M Na(2')] se m=1,

1

o) > [1je L 20N (n —1) o(Q) ] se n>1.

Se ne deduce che la soluzione z(z, y) del problema (7) & prolungabile analitica-
mente in tutto il campo convesso B, X Q' dove

(') = xexp[— 2MNa(2")] per n =1,

1

“) = i AN i — 1)o@

per n>1.

Sia ora Paperto ' semplicemente connesso ma non convesso & con Pinviluppo
CONVESso Q; non contenuto in L.

Se y* & un punto di Q' tale che il segmento o5+ 1o sia interamente conte-
nuto in £', & possibile congiungere § ad y* con una linea I'c ' generalmente
regolare e ricoprire I mediante un numero finito di cerchi Sp (y, = §), ..., NP
in modo tale che si abbia fi-+ o+ ... 4+ f* < |§— y* | + Q') + f* +-¢(/1— &),
dove A(2') rappresenta la lunghezza della parte di contorno di Q' non coincidente
con il contorno di Q) ¢ 0 < &< 1 & arbitrario.

Ne segue che la soluzione z(x, y) del problema (7) ¢ prolungabile analiticamente
in un intorno R X 8p(y*), dove (per Parbitrarietd di e)

) > e exp [— 2MN(|7— y*| + Q) + %)) se n=1,

“P> i 120w —1)( ly‘l — ] F K@ T et
Essendo inoltre, Vy* e Q' |7 — y*| + f*<o(Q') e quindi

*(f*) > exp [— 2MN(o(Q') + 221)] sen=1,

(%) > : sen>1,

[(1 /a3 2N (n — 1) (o(2")F A(Q"))]—

si conclude che anche in questo caso 2(z, y) é prolungabile analiticamente in tutto
il campo semplicomente connesso R, X', con «(Q') dato dalla (8) o dalla
(9) a seconda che si abbia rispettivamente » = 1, oppure n > 1.
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Sia infine Paperio Q' molieplicemente connesso.

Possiamo sempre supporre che £’ abbia ordine di connessione finito (< del-
Pordine di connessione di Q) ed inoltre contenga §j. Detto #(>>2) Pordine di con-
nessione di £, si pud allora pensare £2' come unione di (r— 1) (se #>3,2
se ¢ = 2) aperti limitati Q) semplicemente connessi, con contorno BQ; general-
mente regolare, tutti contenenti .

Per quanto abbiamo visto sopra, ad ogni aperto QS si pud associare un
raggio oc(.Q;) tale che la soluzione z(w, y) del problema (7) sia analitica ¢ mono-
droma in B, X 2.: Posto (') = min {«(2))}, ne segue che z(x, y) & anali-
tica secondo Weierstrass, in generale polidroma, in R, X Q'

Anche in questo caso il raggio «(Q’) & valutabile mediante la (8) o la (9),
a seconda che si abbia rispettivamente n = 1 oppure »n > 1.

Dim. del Teorema 7. Sia {(z,y) una soluzione del problema sin-
golare (6); dall’equazione stessa in cui si ponga @ = 0 segue allora che il dato
p(y) soddisfa necessariamente ’equazione lineare ordinaria (12).

Ricordiamo che per ipotesi i coefficienti b,(z, y) (j =1, 2, 3) e il termine
noto g(z, y) sono analitici in Ry x2; se ne deduce che il dato y(y), in. quanto
risolve un’equazione lineare ordinaria a coefficienti e ftermine noto analitici
in Q, & anch’esso analitico in tutto £.

Scelta una qualsiasi funzione ¢, (x) analitica in Rs, che soddisfi la sola
condizione @,(0) = u'(¥), si consideri il problema di Cauchy ben posto

equazione (6), Ua, §) = @l@), L@ ) = o).

Esso ammette un’uniea soluzione [(z, ) prolungabile analiticamente, in base
al Teorema 3, in ogni campo R, X' del tipo ivi precisato.

Dimostriamo che tale soluzione risolve anche il problema singolare di Dar-
boux (6). Infatti essa soddisfa per ipotesi la prima condizione {(z, ) = @(@);
verifichiamo che risulta anche (0, y) = p(y) in L. A questo scopo basta os-
servare che £(0, y) e y(y) sono entrambe soluzioni, per 'equazione lineare ordi-
naria (12), dello stesso problema di Cauchy: (0, %) = ¢(0) = w(), {,(0,7)
= .(0) = y'(7)-

Dall’arbitrarietd con cui si & scelta la funzione ¢,(») segue V'esistenza di in-
finite soluzioni per il problema (6), analitiche (in generale polidrome) in campi
Ry x ' del tipo precisato nel Teorema 3 o nel Teorema 5.

Se n=1 ed a=- oo, a queste si aggiungono le infinite soluzioni anali-
tiche (in generale polidrome) in R_ X, ottenute partendo da dati iniziali
L@, ) = gy(w) trascendenti intere e soddisfacenti la sola condizione {,(0, %)

= @y(0) = y'(y).
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Dim. del Teorema 8. La soluzione del problema (13), analitica in
base al teorema di Cauchy-Kowalewski in un conveniente intorno di (0, 7),

¢ ivi dotata del seguente sviluppo in serie di potenze ¢(w, y)= 2 Culy)o®,
dove () = @ur, é-k(./) = o

-4-co

+-c0
Osserviamo che in Ry x.2 si ha g(z, y)= Z‘ 9:(y) ", bi(w, y)= 3 by ly)aw*

0
(j =1, 2, 3). Applicando il teorema di deuvq,none per serie, dalla (13) si ot-
tiene quindi, nel’intorno di (0, 7) sopra considerato, la seguente identitd

oo 4o E
Zk CZ(?/)WL = ZL {k(k — Dyay(y) 1 + 75“2(?/)5;’,- -+ Zz [bn(?/)é';l,...l -+ ((70 — Dba(y)

+ bsz )Cz z] +gk )}wk
+co
z {(ka°( y) + bm(?/))c + (k(k“‘ D ay(y) -+ Ebso(y )+b30(?/))€7c+ 9:()

1]

3 [ba@) iy (= Dbaaly) -+ ba@)) Eos]}

Ne segue (utilizzando il principio di identitd delle serie di potenze) che i coef-
ficienti {;(y) risolvono necessariamente i problemi di Cauchy (14) per equazioni
lineari ordinarie (dipendenti da %). Essi risultano pertanto individuati; inoltre
sono analiticl in tutto il campo £ di analiticitd dei coefficienti e termini noti
delle equazioni lineari ordinarie (14) (come & immediato verificare procedendo
per induzione).
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Summary

This paper completes and states @ connection between some previous works in which
we investigated the analytic continuation of the solutions of some linear, partial differential
equations and systems in the neighborhood of the singularities of the coefficients and of the
known terms.

Namely in part one we consider the linear system of partial differential equations

(1) 2, = w" A(y)2, -+ Blw, 1)z + flz,y)  (n>1, indeger)

(where =,y are complex variables and z(x, y) is the complew, unknown veetor), which was
first introduced and studied in[1]; and [2],.

We find that, under the swme hypotheses on the matriz B, y) and the vestor f(w, y)
as we had done there, but under stronger hypotheses on the matriz A(y), the previous results
about the analytic continuation of the solutions in the neighborhood of a singular complew
straight line {(w, y*): |o] < o} can be improved.

This fact is not surprising as the analytic-continuation properties of the solutions depend
on the characteristic lines and therefore on A(y).

In the second part of this paper we consider the linear, m-th order, partial differential
equation (2), which generalizes the second order equations introduced and studied in 11
and [1],.

We find a suitable change of variables by which equation (2) is equivalent o system (1).
We can thus apply the results proved for system (1) to show how and to which extent the solu-
tions of (2) can be analytically continued, and to state the ewistence of an infinmite number
of solutions for a singular Caucly problem.

AlL of these results were obtained in [1]; and [1], in the special case of the second order
equations studied there, straightaway through the explicit form of the solutions.

We also study the singular Darboux problem (6) for equation (2). We give o necessary
condition for the existence of solutions; if it is satisfied, we prove the set of solutions is infinite.



