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MARIA ANTONIETTA BARATTA (%)

Funzioni olomorfe, antiolomorfe

e trasformazioni puntuali nel piano (**)

1 - Introduzione

Sia f un’applicazione olomorfa, antiolomorfa in € ed I la corrispondente
applicazione nel piano di Gauss R Se f ha derivata, antiderivata diversa da
Zero in z, F' ¢ una trasformazione puntuale relativa al punto corrispondente .

In questo laivoro, dopo aver precisato che in @ due delle rette carattenstlche
della trasformazione # coincidono con le 1ette isotrope (Teorema 1), viene
segnalata una proprietd della terza retta caratteristica in relazione ad una
coppia di curve per 2 intrinsecamente associata all’applicazione f (Teorema 2).

2 « Premesse

Sia C Pinsieme dei numeri complessi, R? il piano reale e f I'applicazione
canonica di C su R? che associa all’elemento z = &' + w* (v’ € R) Pelemento
@ = (', 2*) di Re.

Slano poi A un aperto di C (*) ed f un’applicazione di A in C.

Ad f & associata biunivocamente Papplicazione ' = fofofi~? dell’aperto f(4)
di Rz in R2 In altri termini, se w = f(2) ¢ una funzione complessa della va-
riabile complessa z definita in .4, Papplicazione ¥, definita in f(4) & mpple-
sentata da

(1) Y= yi(at, %) (1=1,2).

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universitd, 43100 Parma, Italy.

(**) Lavoro eseguito nell’ambito del progetto « Geometria delle varietd differen-
ziabili » finanziato dal Ministero Pubblica Istruzione. — Ricevuto: 15-XI1I1-1982.

(*) La topologia di C & I'immagine della topologia euclidea di R?* mediante I’appli-
cazione 1. »
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Sia ora f di classe reale C® in A (2) e sia # un punto di A. Allora in un
intorno di T = [)’( ) Papplicazione F' ¢ rappresentata da

(2) Y= ag -+ aj(@" — 2*) + a](@" — ) (aF — ) + R (),
dove le derivate

(3) @, = —6:77 Ay, == —é.———é——

si intendono calcolate in @ ed IV & un infinitesimo di ordine superiore a 2
rispetto alla distanza euchdea di « da .

In particolare, se il determinante della matrice jacobiana J = (a) della P
¢ diverso da zero in z, Papplicazione F' & una trasformazione puntuale regolare
negli intorni dei punm corrispondenti T = (Jﬂ z*), F(u;c) = (a}, al) (4).

1 ben noto che si dicono rette caratteristiche di F relative alla coppia (v I’( x))
le rette per & che sono mutate da F in curve aventi in I’(;c) un ﬂesso.

I’equazione complessiva delle rette caratteristiche ¢ (5)

(4) (. €; — @i a7) (2" — ) (@* — *)(@m —27) = 0 .

Posto

(5) Aper = a'llzk a';; - (Lik(l/:,l 3 Xi=a’
Ia (4) diviene
(6) Apy XX X7 =0,

con A, = Ay,. Sia ora y(al, 2®) una funzione di classe (€* definita in un

aperto f(4) di R® ed « un punto di p(4). Si consideri la curve di livello L
(o}

di equazione

(7) y(at, @?) = y(%‘l, %2) ’

e sia I regolare in .

(®) Si dice che f ¢ di classe reale (7 in 4 (r = 0,1, ..., oo, w), se ¢ solo se le yf
sono di classe Cr in f(4).

(®) Nel lavoro si fa uso della convenzione di Einstein e gli indici assumono i va-
lori 1, 2

(*) Ved. p. es. M. Villa {3], p. 55.

(6) Ved. p. es. M. Villa [3], p. 57, 58.
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T utile nel seguito la formula

6= | Uy Oy Gyg | Gy Uy Gy — 20 Ay (s
(8) (a0, -+ @z @,)?

b

che esprime la curvatura ¢ di L nel punto x (%), (7).
o]
Introdotta la matrice

0 a
H =< A G Uy ),

risulta

o= | det H
(9) = Hdet )l

’

a

dove J ¢ la matrice jacobiana della funzione y(z*, x)* in z ¢ T indica traspo-
el
sizione.
In particolare, intervengono nel seguito le eurve L, di equazioni

(10) ¥ = yi(at, 2°) ,

che si possono chiamare curve di livello associate alla funzione complessa f, pas-
santi per .

Conviene notare che, utilizzando il coniugio, le curve L;, L, possono anche
essere definite in modo intrinseco, indipendente cio¢ dalle coordinate introdotte
nel piano.

3 - Funzioni olomerfe, funzioni antiolomorfe

Sia A un aperto di C, # un punto di A. Sia poi w = f(2) una funzione olo-
o]
morfa, antiolomorfa in A con derivata f'(z), antiderivata 'f(#), diversa da zero
in 2z, rispettivamente.
o

(5) Come nella (3), le a, e le a,; indicano derivate prime e seconde della funzione
y(xl, x*) valutata in T.

(7) Alla (8) si perviene derivando due volte I'equazione (7) di I rispetto all’ascissa
curvilinea s. B allora possibile esprimere le derivate dw/ds, d®x’/ds® in z in fun-

zione delle a,, a,., cid che consente di utilizzare la nota espressione della curvatura.
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Le condizioni di Cauchy-Riemann nel punto z di f(4) si serivono
(11) ar = eaj, a; = — ea},

con ¢== -1 nel primo caso, ¢ = —1 nel secondo.
Poiche, rispettivamente risulta

f@)]2=detd,  |'f(z)|* = — det T (%),

Pipotesi sulla derivata, antiderivata di f assicura che il determinante della
matrice jacobiana J= (a/) & diverso da zero.

Derivando le condizioni di Cauchy-Riemann e valutando le derivate in «,
si perviene poi alle °

1 o 1 2 __ 1 2
(12) (g == 8y, = — by, R T e N

4 - Teoremi sulle rette caratteristiche
Le premesse di 2, 3 consentono ora di enunciare aleuni risultati.

Teorema 1. Se f & olomorfa, anticlomorfa in A, z o un punto di A,
f'(2) 0, 'f(2) = 0 allora le rette caraiteristiche dellapplicazione F, pensata come
trasformazione puniuale relativa ai punii z = ﬂ(g), F(%o), sono le rette isotrope
uscenti da @ ¢ la retia k di equazione

(13) Ay A -+ A222X2 =0,

Teorema 2. Nelle ipotesi precedenti, indicate con t,, t, le tangénti in @
alle curve di livello Ly, L, associate ad f, con b una qualunque delle bisettrici della
coppia (ty, t,), con vy, 7y 1 vagyi di curvatura di Ly, L, in x, per la retta caral-
teristica k risulia

w (s 1.0R)2 = (2.

Prima di passare alle dimostrazioni (n. 5), conviene osservare che, nel Teo-
rema 1, la proprietd relativa alle rette isotrope pud anche essere dedotta te-
nendo presente il classico risultato, che lega le funzioni olomorfe, antiolomorfe

(8) Cfr. p. es. G. Fichera e L. De Vito [2], p. 564.
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e le trasformazioni conformi nel piano, ed una nota proprietd di queste tra-
sformazioni (9).

Il Teorema 2 riguarda invece la terza retta caratteristica e mostra come
essa sia legata alla curvatura delle linee IL,, L, intrinsecamente associate alla
funzione f.

Conviene infine osservare che le ipotesi del Teorema 1 non escludono che
sia 431, = 4., = 0. In questo caso la retta k risulta indeterminata e nel Teo-
rema 2 1 membri della (14) riescono entrambi indeterminati. Questa circostanza
81 presenta se e solo se la derivata, 'antiderivata seconda di f si annulla in 2
rispettivamente.

5 - Dimostrazioni
Per stabilive il Teorema 1, basta notare che dalle (11), (12) segue
(15) Ajn— Ay — 24,5, =0, Ay — Ay — 24,5, =0,
onde la (6) diviene
(16) (A XY F Ay, X)X+ X2X2) =0,
da cui deriva immediatamente la tesi.

Per dimostrare il Teorema 2, conviene osservare che, in virti delle (11),
le rette #;, ¢, tangenti in @z alle linee L, L, hanno equazioni

(17) a; X'+ a; X2 =0, X —arX*=0,

onde le curve di livello associate ad f passanti per @ risultano ortogonali. Le
bisettrici b;, b, della coppia (f,,?,) sono

(18) (@} Fad)at + (@i & alar =0,

dove vanno scelti rispettivamente i segni superiori o gli inferiori.
Cio premesso, assunta come coordinata proiettiva nel faseio di centro « la
o

(®) Ved. E. Bompiani [1], p. 141.

32
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coordinata tangente cambiata di segno, risulta

2 ay a3 a;TFay Ay
(19) (tiytay by k)2 = (537 T dra’ A,

~——
[
-

con la consueta avvertenza riguardo ai segni (19).
Ora si prova facilmente che

( al al o F (4:}) — al )2
a’ A’ atal’ T et
e che
( ﬁ; ___a_; Ay )e = ( a3 Ay — a1 dy )2 (a_i)z
a;’ ai’ Agg, a3 Apy 4 a3 Aoy a3 ’
onde
aj Ay + ad Ay,
(20) (tiytay by B)? = (1 )2

ag Ay — a} Ayggy

Daltra parte in virtu della (8), (11), (12) si puo scrivere

o (Tiye . (adan—ataian, + alajal, — ajaga):
1) ' T (daidk+ aiaial, — aldial, — ald}al,)?

™

Dalla (5),, tenendo presenti le (11), (12), risulta poi

p— 1,1 1,1 — 1,1 1,1
Ay = elajal, — azai,) , Ao = g(a76;, — a,ai,) .

I¢ facile ora riconoscere che i secondi membri delle (20), (21) sono uguali e
quindi il Teorema 2 & dimostrato.
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Summary

Let | be a holomorphic, anticlomorphic function at point 2 of C and f'(z) %0, ['(z 0.
Then the corresponding map F in the Gauss plane R? can “be regarded as a pomt tmns
Jormation at point x. We give a geometric property of the characteristic real line of I
at &, involving the curvatures of a pair of curves through x intrinsecally associated to f.
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