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BNzo MAriA L1 MARzZI (%)

Sul réngo del modulo delle derivazioni

in caratteristica positiva (*¥)

Introduzione

Nel presente lavoro si generalizza un risultato, ottenuto da H. Matsu-
mura [4];, relativo al rango del modulo delle derivazioni di un dominio locale
noetheriano A contenente un campo k di caratteristica p > 0.

Si dimostra che, sotto certe condizioni, & possibile immergere Dery, (4) in
un A-modulo libero, con 4 non necessariamente integro e ks opportunamente
scelto in una famiglia di sottocampi cofiniti di k. )

Utilizzando, quindi, una opportuna definizione di rango, o(M), di un modulo
M su un anello 4 non necessariamente integro, ma immergibile in un A-mo-
dulo libero, [5], si estende il risultato di Matsumura al ecaso A non integro.

Precisamente, proviamo che, se (4, m, ki) & un anello locale contenente
un campo k di caratteristica p > 0, tale che 4 = m-adico completamento di 4
sia ridotto, ranlk, A_Qk << 00 @ rank; Y, 5< 09 dove vi ik ¢ il modulo di
imperfezione di k, su k, allora vale la seguente limitazione

o(Dery, (4)) <dim (4) + rank Dery, (ka) -
Tutti gli anelli considerati sono commutativi con identitdh e noetheriani.
1 — Siano A un anello integro, @(4) il suo corpo delle frazioni ed M un

A-modulo. I noto che si definisce rango di M la dimensione del @(4)-spazio
vettoriale M @, P(A) (cfr. [4]).

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Via C. Battisti 90, 98100 Messina, Italy.
(¥*) Lavoro eseguito nell'ambito del G.N.8.A.G.A. (C.N.R.). — Ricevuto: 26-X-1982.
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Nel caso in cui 4 non ¢ necessariamente integro e tuttavia M ¢ immergibile
in un 4-modulo libero, esiste una definizione di rango di M (denotato con p(M ))
che coincide con la definizione nota nel caso 4 integro e che richiamiamo.

Def. Sidice rango di M (e si denota con p(H)) il massimo numero di ele-
menti di M linearmente indipendenti.

Se 1= (Gi1y cery W)y ooy Go= (g, ..., Ayy,) S0N0 elementi di un A-modulo
libero 4™, chiamiamo matrice associata ad ay, ..., a, la matrice seguente

Wy .e. gy
B :(. .

Aym ooo gy

Sia ora B una matrice del tipo m X s a elementi in 4. Indichiamo con I, 'ideale
di 4 generato da tutti i minori di ordine » di B.

Prop. ([3], lemma pag. 889) Siano 4 un anello € @,= (ayy, ..., G1), ..., @
= (@1 +rvy Om) eloementi dell’ A-modulo libero A™, s<m. Se B é la matrice asso-
ciata ad ay, ..., a, ed I, ¢ Videale di A generato da tutti i minors di ordine s di B,
sono condizioni equivalenti: (1) ay, ..., &y sono linearmente indipendenti su A
(2) Ann (I,) = (0).

Un sottocampo &’ di k & detbo cofinito se [k: k'] < co. Siano % un campo e
F = {ko} ¢, una famiglia di sottocampi di k. F' & detta dirctta verso sotlo se
Vo, eI, esiste y €I tale che k,Ckan kg.

Sia ora (4, m, k4) un anello locale contenente un corpo % di caratteristica
p > 0. Sia {ka},, una famiglia di sottocampi cofiniti di & contenenti k», diretta
verso sotto, e tali che Niy= k.

Dato un campo k, si pud sempre costruire una tale famiglia fissando una
p-base B e aggiungendo complementari di sottoinsiemi finiti di B a %». A noi
interessa immergere Der, (4), con « opportuno, in un 4-modulo libero, nel-
Pipotesi k, non necessariamente separabile algebrico su k, nel qual caso la im-
mersione si prova facilmente (cfr.[4];, osservazione pag. 7), con ks= ky.
Se indichiamo con 2, e .Q,;A 1 moduli dei differenziali assoluti di k e k, rispetti-
vamente, si ricorda che il nucleo dellapplicazione naturale Q,@; ks> 2, &
denotato con y . ed & detto il modulo di imperfezione di ky su k ([2], O,
(20.6.1.)). Se (e solo se) k, & separabile su % risulta Vege=0 ¢ se k,; & finita-
mente generato su & allora rank, Vi< ©O (121, O, (21.7 A1)

Premettiamo il seguente

Lemma 1. Sie (4,w1, k) un anello locale contenente un corpo Ik di carat-
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teristica p >0 tale che

(1) rank; {2 ju< 0Oy (2) rankgyi << oo.

Sia {ka}ye, wna fomiglio di sottocampi cofiniti &i k, diretta verso sotto ¢ tale
che N ko= k». Allora esistono un campo K dei coefficients di A, un sottoinsiome /1
ai T ed una famiglia {Is},., di sottocampt cofiniti di K, diretle verso sotto, ¢ con
N ;= K?, tali che Der;, (4)= Dery, (A), per ogni A€ A, dove con Derg, (4)
si indice il sottomodulo su A delle derivagiont di A che estese ad A, si annul-
lano su I;.

Dim. Consideriamo Papplicazione canonica
@: . Fa— -Qk! .

Sia 2 = {u;},c, una p-base di k (su k). Risulta allora che d(X) = {dui e, ©
una base del modulo dei differenziali assoluti Q,. Consideriamo il modulo di
imperfezione di ki su k, yi e= Ker . Poiche ranky ye x ¢ finito, si vede
facilmente che esiste un sottoinsieme finito 2o di X tale che, posto Zy = X' — 2,
k' = ko(Z1), ko campo primo in k, risulti yp =0, ciod k, separabile su k'
Ne segue che il completamento 4 di A contiene un corpo dei coefficienti K ~ Ty
e contenente &' ({4],, Theorem 60).
Dalla successione esatta ([4],, Theorem 57)

0+ Q,QK — Qp— Qype — 0

M

si ha che gli elementi du;, u;€ 2y, che sono linearmente indipendenti in (2.,
sono ancora linearmente indipendenti in Q.. Ne segue che Xy, che & un insieme
p-indipendente in k', ¢ pure p-indipendente in K. Infine, poiché rank,, Qi /x
& finito, si ha [K: kEK*] << co, ma essendo kK» = K»(X) finito su Kr(2)) segue
[K: K»(X,)}<< oo,

Sia ora {ka},e, 1o famiglia di sottocampi cofiniti di k, diretta verso sotto,
costruita a partire da X aggiungendo complementari di sottoinsiemi finiti
di 2 a k7.

Se A & linsieme di tutti i sottoinsiemi finiti di X, e se noi poniamo per
ogni Aed: K= K»(X\— 1), kn= T2, — A), si ha

A K,=Kr, Nki=k, Der,,(4) = Dery, (4).
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Siamo adesso in grado di provare il seguente

Teorema 1. Sia (4, m, ki) wn anello locale contenente un corpo % di carat-
teristica p > 0. Supponiamo che

(1) rank,, ; ;.<< oo, (2) ranky,y; < co.

Sia {ka},e, wna famiglia di sottocampi cofiniti di k, diretia verso sotto e tale che
N ko= k». Allora esiste un sottoinsieme A di I tale che per ogni A e A si abbia
Derk/1 (4) si immerge in un A-modulo libero di rango n==Dim (A) - rank, £, R
dove Dim (4) ¢ la dimensione di immersione di A.

Dim. Sia (yi, ..., ) una base minimale di m, cioé m = Dim (4). Sia K
il campo dei coefficienti di cui al Lemma 1 e sia Ae un indice tale che
Dery, (4) = Dery, (4).

Supponiamo [K: K,] = p* e sia %y, ..., @, una p-base di K su K,. Conside-
riamo delle controimmagini «,, ..., %, di @, ..., %, in 4. Sia ¥ la seguente ap-
plicazione

¥: D e Dery, (4) - (Duy, ..., Du,, Dy, ..., Dy,,) € dsim .

Supponiamo Du; = ... = Du,= Dy, = ... = Dy, = 0. L’ideale m & differen-
ziabile rispetto a D, ossia D & una derivata di A/m. Inoltre Uyy vy Us€d/m e
quindi D(@;) = D(u;)=0, i=1, ..., 5. Si osserva, inoltre, che A= K[y eeey Yul]
e quindi ogni ae A ¢ della forma a = Za; oyt yma, € J. Poiché
K = K@, ..., @,), estendendo D ad A risulta D(a) = 0. L’applicazione ¥ ¢
iniettiva e pertanto Dery, (4) ¢ immergibile in un 4-modulo libero di dimen-
sione Dim (4) 4 s.

2 — Nel presente paragrafo ci proponiamo di trovare una limitazione del
rango del modulo delle derivazioni di un anello locale 4 contenente un campo k
di caratteristica p > 0, nel caso in cui 4 non & necessariamente integro, in con-
nessione con la dimensione di Krull dell’anello denotata con dim (4).

Ricordiamo che, nel caso in cui A & un dominio, si ha il seguente risultato.

Teorema 2. ([4], Theorem 13) Sia (A4, m, k,) un dominio locale noctheria-
no contenente un campo k di caratteristica p tale che il campo residuo k., sia se-
parabile su L e rank Der, (k) << co. Supponiamo che il completamento 4 di A
sia ridotto. Allora esiste un sottocampo cofinito k' di k, contenente k», tale che,
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per ogni  sottocampo cofinito k" di k', st abbie rank Der,. (4)<dim (4)
-+ rank Der,» (k4).

Allo scopo di valutare tale rango noi ci avvarremo del seguente risultato,
deducibile dal criterio Jacobiano di Nagata.

Teorema 3. ([4], Theorem 12) Sie k wun campo di caratteristica p > 0.
R=k[[Xy, ..., X.1], ¢ sia P un ideale primo di R. Sia {ka} e, wna fomiglia dv
sottocampi cofiniti di k, diretta verso sotto, tale che N ko= kr. Allora esiste un
indice o tale che, per ogni sotlocampo cofinito k' di ks contenente k7, si abbia
rank Der, (R/P) = dim (R/P) -+ rank Der,, (k).

Teorema 4. Sia (4, ny Ly un anello locale contenente un campo
L di caratieristica p > 0. Supponiamo che

(1) rank Q< 0o, (2) ranky Vi< 09 (3) A sia ridotto .

Sia {ka}yep w0 famiglia di sottocampi cofiniti di k, diretla verso sotlo ¢ tale che
A Ta= k?. Allora esiste un sottoinsieme A di I tale che per ogni A€ A si abbia
o(Dery, (4)) < rank Derg, (A]P*), dove P* &un qualunquc primo minimale di A.

Dim. Sia A un indice tale che Der;, (4) si possa immergere in un A-modulo
libero (Teorema 1). Sia P* un qualunque primo minimale di A4, poiche P* &
differenziabile ([4], Lemma 5) ogni derivazione D € Der;, (4) estesa ad A
induce una derivazione D* € Dery, (4/P¥).

Sia y: Dery, (4) < A" Yomomorfismo iniettivo cosi definito

P(D) = (Dtyy -..y Db, Dy, ..., Dyn) € 4517,

dove Uy, ..; Us © Y15 -0ry Ym SODO quelli del Teorema 1.
Consideriamo Iomomorfismo y*: Derg (A]P*) — (A]P*)s+m cosi definito
Y 1

WHD¥) = (D, ..., DRy, DY, e Dyt e (A[P*)stm

m

dove ul, ..., w5, Yl vy Yy sODO lo immagini Al #yy ooy ey Y1y ooy Y 10 AP*.
o facile verificare, con ragionamenti analoghi a quelli del Teorema 1, che
Pomomorfismo * & iniettivo e che il seguente diagramma & commutativo

Der,, (4) = A5

I» Ya
Dery, (A]P¥) = (A[PF)s™ .
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Se Dy, ..., D, sono linearmente indipendenti in Dery, (4), allora Ann (I,) = 0.
Pertanto esiste 2 € I, non zero divisore in 4 e guindi non zero divisore in A.
Sia &% Pimmagine di @ in 4/P*%, «* € I' & non zero divisore in A/P*; ne segue
Ann (I7) = 0 e cio¢ DJ, ..., DY sono linearmente indipendenti in Dery, (4/P%).

Teorema 5. Sia (4, m, k,) un anello locale contencnie un corpo k di carat-
teristica p > 0. Supponiamo che

(1) rankkA.QkA,k< co, (2) 1'ankk‘1y,,,‘|/k< 00} (3) A sia ridotto .

Sia {ka} o, una famiglia @i sottocampi cofiniti di k, diretla verso sotto ¢ tale che
N ko= k*. Allora esiste un sottoinsieme A di I tale che per ogni A€ /1 si abbia

o(Der,, (4)) <dim (4) 4 rank Dery, (k) .

Dim. Consideriamo un primo minimale P di 4. Dal Teorema 4 per ogni
Aed siha
o(Dery, (4)) < rank Dery, (4/P).

Daltra parte si ha dim (4/P)<dim (4) = dim (4), percid noi possiamo rim-
piazzare 4 con A/P ed assumere che A sia un dominio locale completo. Allora
se K & il corpo dei coefficienti di A, di cui al Lemmal, A ¢ della forma
A = K[[X,, ..., X,])/I, dove I & un ideale primo.

Quindi, per A&, grazie al Teorema 3, si ha rank Derg, (4) = dim (4)
+- rank Dery, (K), da cui segue lasserto.
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Summary

In this paper we present an extension, to the case A reduced, of a resull, oblained by
Matswmura [4],, on the rank of the module of derivations from A to A, where A is a
noetherian local domain, containing a field k of characteristic p > 0.

LI 3






