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GIANCARLO CANTARBLLI (%)

Metodo per lo studio

della stabilitd dei moti merostatici generalizzati (**)

1 - Condizioni sufficienti per la stabilitd dei moti merostatici generalizzati

Consideriamo un sistema olonomo reonomo 8, ciod un sistema materiale
soggetto a vincoli olonomi dipendenti dal tempo, bilaterali e lisci, con # + m
gradi di libertd (n>1, m>1). Scegliamo una (n - m)-upla di coordinate la-
grangiane indipendenti g7 = (¢, ...; ¢»), %7 = (21, ..., %) © supponiamo che
le m coordinate 2y, ..., 2, siano ignorabili (chiameremo invece posizionali le n
coordinate ¢y, ..., ¢,), cioé tali che non compaiono nella funzione di Lagrange
di 8

(1.1) L, q, é? z)
= Lg% A, q)q + 57 B*(t, q) ¢ + 157C(t, q)z— g7 g(l, q@)— z°f (1, @) — I1{t, q) .

Tutte le funzioni delle variabili (t, ¢) che compaiono nella lagrangiana (1.1),
sono definite e di classe %* nell’insieme Ix2, dove I = (7,00) con 7€ R
ed Q & un sottoinsieme aperto e connesso di R» contenente Porigine. Precisa-
mente: la matrice quadrata A(f, q) di ordine n, la matrice rettangolare
B(t, q) nxm, la matrice quadrata C({, g) di ordine m, i vettori colonna
g(t, q) n X1, f(t, q) m X1, e la funzione scalare /1(f, g) che & I'energia potenziale
generalizzate di 8. Inoltre sul sistema reonomo considerato agisce una solleci-
tazione dissipativa « ridotta alle coordinate non ignorabili », e¢ioé con compo-

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universita, 43100 Parma, Italy.
(**) Ricevuto: 12-V-1982.
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nenti lagrangiane relative alle coordinate ignorabili identicamente nulle, mentre
le rimanenti n, relative alle coordinate posizionali, sono funzioni continue
Q = Q(, q, q), ¢ con potenza @?q<0. Supponiamo infine che tutte le funzioni
considerate siano sufficientemente regolari in modo da assicurare Punicitd
delle soluzioni delle equazioni di Lagrange di 8.

Le m coordinate ignorabili danno luogo ad altrettanti integrali primi dei
momenti generalizzati

oL
(1.2) oa—z“ ?B(t, q) + 57 C(t, @) — f*(t, @) = ¢

dove ¢ = (¢4, ..., ¢,) sono m costanti arbitrarie. La (1.2) & risolubile rispetto
alle velocitd ignorabili (come conseguenza dell’indipendenza delle coordinate
lagrangiane)

(1.3) 5= C(c-+f— B7q)

Purtroppo I'integrale primo (1.2) dipende esplicitamente dal tempo e non
¢ adatto alla costruzione della funzione di Liapunov del tipo max {V(t, %),
U(t, x)}, dove U(t, =) & un integrale primo scalare che deve soddisfare alla con-
dizione 4 di[1};. Conviene quindi passare alle equazioni di Routh, le quali
posseggono m integrali primi indipendenti dal tempo. La funzione di Routh,
che & per definizione

. oL .
(1.4) B, q, q, ©)=[L — == 8kcers-nry = Bo + By Lo,

ha Ia seguente espressione
(1.5) R.(t, q, Q): '}qT[A" Bc_lBT]‘,.I y It q, éy c)=[(c +f)TC—1-BT“ gT]‘:Iy

By(t, q, €) = — 11, q)— 3(e (c+frrC c+f

Supponiamo che il sistema di Routh possegga una soluzione « statica »,
cioé del tipo

ol

(1.6) qgt)=0, qH=0, c= Vist,el,

alla quale corrisponde la seguente soluzione delle equazioni di Lagrange di S

(1.7) g =0, =0, HO)=CrC+f) Vi>t,
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dove C;'= C(,0), f,=Ff(, che & un moto merostatico generalizzato
di 8[1}. La smblhta (secondo Lla,pmlov) della soluzione (1.7) rispetto alle
variabili g, g, = (la cosiddetta stabilitd ridofta) & riconducibile allo studio della
stabilitd della soluzione corrispondente (1.6) del sistema di Routh. In generale
la stabilitdh non é invariante rispetto al cambiamento di variabili (1.2)-(1.8)
(che trasforma le equazioni di Lagrange in quelle di Routh), perd sussistono
alcune proprietd che sono state stabilite in ([1],, p. 54) e che utilizzeremo nel
seguito. Ci limitiamo dungue a studiare la stabilitd secondo Liapunov della
soluzione gq(t) =0, il(t) =0, B=0 del sistema di Routh, avendo posto
B = ¢— c. Indichiamo con [B|=+v/p2+ ...+ B2 la norma euclidea del vet-
tore B e con S, = {BeR": |B] < ¢} Vintorno sferico dell’origine dello spazio
dei parametri, e con |q| e |g| le norme cuclidee dei vettori g (coordinate
posizionali) e g (veloeitdh posizionali) rispettivamente, e con S,(c o), Sq. due
sfere aperte con centro nell’origine dei rispettivi spazi vettoriali.

Nel presente lavoro introduciamo la funzione W = W(t, q, B) cosi definita

(1.8) W =[— Ey(t, q, ¢) + Ro(t, 0, ¢)]._ c+p
=1I({t, @) — II(t,0) + § (¢ + f)*C e +f)— § (¢ +f)7CTHe + fo)
+ BTG e + f)— Gl e + fi)] + §BTIC— C1 B,

la quale differisce dalla funzione #(t, q, B)= [— Ru(t, q, ¢) -+ Ry(2, 0, E)]c=;+5
considerata nei lavori [1],,, ed ha il grande vantaggio su quest’ultima di non
contenere termini lineari nelle variabili g, £ (come si riconosce dal suo sviluppo,
cfr. la (2.4) del prossimo paragrafo). Su questa osservazione & basato il metodo
(n. 2) per determinare un’opportuna funzione scalare 1 = A(f) soddisfacente
alla condizione (iv) del seguente teorema

Teorema. Se sono soddisfatte le sequenti condizions

i) la forma quadratica Ry(t, q,q) ¢ definita positiva in q (YgeS,),
(i) le derivate parziali (0[oB)W(¢, q, B) sono limitate in I X8, XSZ,
(iii) la funzione W(t, q,0) ¢ definita positiva in q,
(iv) 3 una funzione scalare A= A(1)>0, Vte I, e una costante k> 0, tale
che nell’insieme I xS, X8y xS, si abbia

BW
19 Qd—o (B+R) +50 (g B)HAD) (B AW, g, 8) — IBJ] <0,

A

il moto merostatico generalizzato (1.7) ¢ stabile rispetto alle q,q (coordinate e
velocitd posizionali). Se inolire sono soddisfatie le ulteriori condizioni
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(V) i coefficienti della forma quadratica Ry(t, q,q) sono funzioni limitate
in I x8,, ¢ le derivate parziali (0/oq)W(t, q,0) sono limitale in I XS,

(vi) gli integrali primi (1.2) sono uniformemente continut rispetto a te 1,
in corrispondenza alle (1.7), ¢ se la funzione (1.3) ¢ uniformemente continua
rispetto a t € I, in corrispondenza alla (1.6),

allora il moto merostatico generalizzato (1.7) & uniformemente stabile rispetto
a tutte le variabili q, q, =.

Il teorema si dimostra prendendo come funzione di Liapunov max {Rg(t, q,q)
+Wi(i, q,B), kB2, e verificando che sono soddisfatte tutte le ipotesi del
Corollario 5.1 [1];. In particolare, essendo

d . . 0 ow
(1.10) '(E[Rz(t7 q,9) +W(,q,B)l=Q"q 5% (B, + Ry) +"a—t‘ (tyq,B),

si riconosce che se & soddisfatta la condizione (iv) del nostro teorema, dalla (1.9)
segue che la derivata della funzione ausiliaria B, + W & semi-definita negativa
nel sottoinsieme di I X8, x8; XS: dove si ha R,-- W>Ek|B]|® che coincide
proprio con la condizione (iii) del corollario 5.1 (cfr. [1];, p. T4).

La funzione A == A(f) ¢ un moltiplicatore di Lagrange, perché la condi-
zione (iv) esprime che la (1.10) possiede un massimo vincolato in corrispondenza
all'origine (q =0, q =0, B = 0). Ricordiamo che la condizione (iv) sulla
derivata della funzione ausiliaria, facente intervenire il moltiplicatore A = A(?),
& stata introdotta per la prima volta in [1],.

2 - Metodo per determinare il moltiplicatore 1= 1({)

La difficolta maggiore che si incontra nell’utilizzare il Teorema stabilito
nel precedente n. 1, consiste nel verificare la condizione (iv) sulla derivata della
funzione ausiliaria R, 4+ W. Nel presente paragrafo forniamo un metodo che
permette di determinare il moltiplicafore A= Al) soddisfacente alla condi-
zione (1.9) del Teorema, partendo da ipotesi « minimali » sulla derivata della
funzione ausiliaria (atte ad assicurare soltanto la stabilita condizionate della
soluzione « statica » (1.6) del sistema di Routh, precisamente la stabilitd rispetto
alle sole perturbazioni che lascino inalterato il valore ¢ delle costanti degli
integrali dei momenti), limitandoci a considerare il caso in cui il carattere di
definitezza (o semi-definitezza) in segno sia riconoscibile sulle derivate seconde.
T quindi opportuno stabilire un lemma che valga per il caso pilt generale di
funzioni dipendenti esplicitamente dal tempo.

Consideriamo ad esémpio una funzione scalarve V(f, ) definita e continua
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in I'xSe, dove S, = {xeR": [« < g}, con V(¢ 0) = 0, il cui sviluppo inizia
con una forma quadratica

(2.1) V(t, x) = 2 A(t)x + A, ),

dove Z(t, x) & il resto, e la matrice A(t) della forma quadratica & simmetrica
e continua Y¢e I. Per riconoscere la definitezza in segno di V(t, x) non basta
limitarsi a considerare il segno della forma quadratica x7 4 (t)x, perche, al variare
del tempo, il resto Z(t, x) potrebbe assumere valori tanto grandi da predomi-
nare sulla forma quadratica (anche se, V¢e I fissato, Iordine di infinitesimo
di Z(t, x) per |x] — 0 & superiore al secondo). Il seguente lemma fornisce delle
condizioni sufficienti affinché la funzione (2.1) sia definita positiva (o sia sempli-
cemente positiva).

Lemma. Se la funzione (2.1) soddisfa alle seguentt condiziont in I X8,
(2.2) T AM)x>a(t) | 2] (), |2, x)| <h(t)|=]?
unitamente ad wna delle due

(i) «ft)> h(t) Vi,

(1) «(t) >0 Viel; aft) >0, h(t) =0 per t oo, ¢ Pordine di nfinite-
simo di o(t) ¢ inferiore di quello di h(t) (oppure uguale, ma con lim h(#) Joc() < 1),
allora la funzione V(t, x) & semi-definita positiva. e

Se invece sono soddisfatte le sequenti condizions
T A(H) x>0t |x]*  in IXR", con o = cost.> 0,

(2.3)
lim A, %) =0  untformemente rispetto a tel,

x—>0 ” x ” 2

la funzione V(t, x) & definita positiva.

Infatti dalla (2.2) segue che V(¢, x)> x7A(t)x — {2t x)|>[a(t) — ONETE
in I'x8, e se inoltre & soddisfatta la (i), V(¢ x) & strettamente positiva Y 5 0,
ma cid non & sufficiente ad assicurare che V(t, x) sia definita positiva (ci vuole
I'ulteriore condizione «(f)— h()>%k >0, dove %k & una costante). Se invece

() La migliore stima si ottiene prendendo «(f) = min xTA(t)x.
[lf=2
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della (i), & soddisfatta la (i), si ha V(, x) >0, Yae So— {0}, Vi>T, per T
sufficientemente grande, e in questo caso V(¢, x) & sollanto semi-definita posi-
tiva, poiché «(tf)— h(f) -0 per t-—>oo. Infine se ¢ soddisfatta la (2.3), per
e =¢*/2, 30, >0 tale che nellinsieme I XS, siabbia |Z(t, x)|<(o*/2)]x]>
e quindi V(, x) > («*/2)]x|2. Osserviamo che la condizione (2.3), risulta soddi-
sfatta se la funzione V (i, x) possiede le derivate terze rispetto ad zy, ..., #,,
continue e limitate in I xXS,, essendo in tal caso |Z(t, x)| < L|x|? con
L = cost.> 0, per la forma del resto di Lagrange.

Supponiamo che la funzione W, definita mediante la (1.8}, possegga le deri-
vate seconde rispetto alle coordinate posizionali g, continue, ed indichiamo
con F(t) = }[(0*W[04:0¢)gu0, p=o || la matrice simmetrica n xn, e con G(t)
= (9(c +f)70"*/0q) 40 la matrice rettangolare nxm. Allora lo sviluppo
della W, arrestato ai termini del secondo ordine, & il seguente

(2.4) W, q,B) = q"F(t)qg + q¢"G®)R + [>2],

dove col simbolo [> 2] abbiamo indicato i termini d’ordine superiore al secondo
in ¢q, . Limitiamoci, per semplicitd, a considerare il caso in cui si abbia
B(t, q) =0 ¢ g(t, g) = 0. Si ha quindi R, = 0, e la forma quadratica B, diventa
R, = }q%A(, q)g. Supponiamo che si abbia

(2.5) e|ql*>} a7 40g>alql®,  alql*>q"Fig>alql®,

dove abbiamo posto A4,E) = 4, 0) e ¢, ¢, ¢, ¢4 sono delle costanti > 0, e
che inoltre sia

2.6) 17D — Anlg<—p]al?,  g*Fg<—r@®)lql* (3,

essendo wu(f) > 0, »(t) >0, Vie I, ed avendo indicato con 1 g*D(t)q la forma
quadratica con cui inizia lo sviluppo della potenza dissipativa. La (2.6) esprime
la condizione che la parte quadratica della derivata della funzione ausiliaria
R, -+ W, calcolata per B =0, & strettamente negativa ¥(q, q) # 0. Il pro-
blema consiste nel trovare un’opportuna funzione A == A(f)>0 soddisfacente
alla, condizione (1.9) del Teorema (per qualsiasi valore di B).

Mediante le (2.5), (2.6) ed utilizzando la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz,
& possibile maggiorare i termini del secondo ordine della funzione che compare

(%) Per il significato delle funzioni u(t), »(t) si veda la nota ().
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al primo membro della (1.9) nel seguente modo

(2.7)  3g7ID0)— A1 + q* Fiyg + g7 GOR + 1) (3 §* Au0)g
+ q*F(t)q - g"GO)B — kB2 <— |g]*[u(t) — ¢, At)]
— g2 — e ()] + [qIBILIG®) | - A) G |1— A0 E|B)z2,

dove abbiamo indicato con |G|, HC” le norme delle matriei rettangolari G, C,

rispettivamente (|-]|=v'> «2,). Condizione necessaria affinché la forma qua-
sk
dratica maggiorante sia, VielI fissato, definita negativa, ¢ che si abbia

ul(t) > 6, A(t) e »(t) > ¢, A(F). Scegliamo dunque la funzione A(t) cosi definita

(2.8) A(t) = & min {H@, v) 1,

te1 G~ Gy

dove & (1>e&>0), & una costante, e sostituiamola nella (2.7). Si riconosce
che se & soddisfatta la seguente condizione

(el + Inlcwm] T
(2.9) LAO@) — ea 2(0)]

< L < oo, Yiel,

con L = cost. > 0, allora la forma quadratica (2.7) & definita negativa in q, q, B,
Vie I fissato, pur di scegliere la costante % > L. Rimane infine da verificare,
utilizzando il Lemma, che la funzione che compare al primo membro della (1.9)
¢ semi-definita negativa tenendo conto anche dei termini d’ordine superiore
al secondo, come viene illustrato nell’applicazione che segue.

3 - Esempio

Consideriamo due aste rigide, di uguale lunghezza I ¢ di uguale massa M,
collegate in O (sovrapposto ad un punto fisso del riferimento terrestre) mediante
una cerniera cilindrica ad asse orizzontale, girevole attorno alla verticale per O
(asse Oz in figura). Supponiamo che durante il moto Ia bisettrice dell’angolo 0B
formato dalle due aste sia costantemente sovrapposta all’asse Oz, ed inoltre
che la semiapertura o sia una funzione assegnata del tempo, soddisfacente
alle seguenti limitazioni 0 <op<alty <oy < /2, Vi>0, dove oy ed e, sono
delle costanti. Inoltre due elementi materiali P e @, di uguale massa m, sono
vineolati bilateralmente alle aste (P all’asta 40; @ all’asta BO) senza attrito,
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e sono collegati tra di loro mediante un filo perfettamente flessibile ed inesten-
dibile di lunghezza I e di massa trascurabile, scorrevole su una carrucolina posta
in 0. Le forze attive agenti sul sistema sono costituite, oltre ai pesi delle due
aste e dei due elementi, da due forze elastiche di uguale costante elastica k (> 0),
con centri negli estremi 4 e B delle due aste, precisamente la forza — &k 4
agente sull’elemento P, e la forza — k B'@ agente su Q.

11 sistema § costituito dalle due aste 40, OB, incernierate in O, e dai due
elementi materiali P e @, costituisce un sistema olonomo reonomo a due gradi
di libertd. Scegliamo come coordinate lagrangiane Pangolo orientato ¢ formato
dal piano verticale girevole, contenente S, con un piano verticale fisso passante
per Oz, e la distanza z (I>2>0) dell’elemento @ dal punto O (cfr. la figura).

Figura 1
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La lagrangiana del sistema &, a meno di termini inessenziali dipendenti
soltanto dal tempo, ha la seguente espressione

.. ., Mz ml2 . .s
(3.1)  L(t @, %, ¢) = sina(t){ 3 —}—-—2—— + ma® — mle} g> 4 mat

+-[maz(t) — k] (w2 — 1),

da cui si deduce che la coordinata ¢ ¢ ciclica. Calcolando la funzione di Routh
k= R, R, B,, si ottiene

(3.2) .

By =[ma*(h) — k}(@* — o) — ¢ SIn® o (1) { M 1%]3 - miF2 + ma® — iz} ’

da cui si riconosce che le soluzioni « statiche » dell’equazione scalare di Routh
sono tutte e sole w(f) = 1/2, &(f) = 0, V¢ e RY, alle quali corrispondono i moti
merostatici generalizzati (soluzioni delle equazioni di Lagrange del sistema 8)

l o s ¢
(3.3) o) =3, #(t) =0, @(1) = ST smia(l)’

avendo posto I = MI2/3 -} ml*/4.

Lo studio della stabilith ridotta (cioé rispetto alle variabili , %, ¢) di un
qualunque moto merostatico della famiglia (3.3), caratterizzato dal valore
€20 della costante dell’integrale del momento, si effettua mediante il metodo
illustrato nel precedente n. 2. Eseguendo il cambiamento di variabili s = x —1/2,
§=a&, f=c¢—7, la funzione ausiliaria W = W(t, s, 8) assume la seguente
forma

c 2 1 1
(3.4) Wty 5, f) = [k — maz(i)] s* +4(Zi:;izt) Lrime 1)

Supponiameo che sia [d(f)| <L << oo, V>0, dove L & una costante. Si riconosce
allora che le derivate parziali (9/2s)W(t, s, ), (2/0f)W(t, s, ) sono limitate
ed essendo inoltre R, = mz* (con m = cost. > 0), le prime due condizioni del
Teorema, unitamente alla (v), sono soddisfatte. La terza condizione, invece,
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& soddisfatta se si ha k> mL® e € < 4I%k — mL?) sin® oy/m, essendo

me

(3.5) Wi(t, s, 0) = {k — ma*(t 4m1“51n e

yo* +[>2]

412 gin® oo (b — mL2®) — mec?
412 8in% e,

)s* +[> 2],

=

come si riconosce in base alla condizione (2.3) del Lemma (n. 2) (la condizione
sul resto, che qui abbiamo indicato col simbolo [> 2], & verificata essendo
limitata la derivata (2°/2s®)W(i, s, 0)).

La determinazione del moltiplicatore A=A(f), mediante il metodo indicato
nel n. 2, risulta particolarmente semplice in questo esempio essendo identica-
mente nulla Ia matrice G(f). Supponiamo che sul sistema 8 agisca una dissi-
pazione ridotta alla sola coordinata posizionale s, di componenti lagrangiane
Q, =0, Q.= — a(t, s)é, con a(t,s) funzione continua in (t, s) e soddisfacente
alla seguente condizione

(3.6) a(t, s)>yla) |, con y == cost.> 0,
ed inoltre si abbia

(3.7) at)<0, Vi=0, lHmalt)=0.

t—> @

Allora la derivata totale, rispetto al tempo, della funzione ms? -+ W(i, s, B),
calcolata per B = 0, pud essere maggiorata nel seguente modo

me? sin 2e(2)

d . . . .
{ag[mé’ﬂ + Wi=o = — alt, 5) 82 4 d(t){( I st a(l) 2ma(t)) s* 4[> 2]}
(3.8)
me? sin (20,)

8% sint o

< @B {ys® +( 2 +[> 21},

restringendo Vintervallo temporale Rt a [7), oo), dove il numero reale T, suffi-
cientemente grande, dipende dal particolare valore € del moto merostatico
considerato (sfruttando la seconda condizione della (3.7)). Con riferimento

alla (2.6) (dove va posto _;io(t) = 0, perché¢ B, = mé* con m = cost.), si ottiene

me? sin (2e,)

pi)=ylat)] e W) =-gr o=

EOIP
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cioé nell’esempio considerato entrambe le funzioni u(t), »(f) sono proporzio-
nali alla funzione |d(¢)| e quindilo & pure (per la (2.8)) il moltiplicatore cercato
Aty = — Ka(t) >0, dove K = cost.>0 & sufficientemente piccola. Infine,
nellinsieme [7, co) X8, X8, x5 risulta

(3.9) (%['mé2 + W, s, )] — Ka(t) [ms* + W(t, s, f) — f2]1<0,

perché, per ogni ¢ fissato (¢>T), la forma quadratica con eui inizia lo sviluppo
dellz (3.9) & definita negativa in s, §, §, ed inoltre il resto soddisfa alla condi-
zione (2.3) del Lemma (riconoscibile sulle derivate terze rispetto alle varia-
bili s e f, che sono limitate).

In conclusione, se sono soddisfatte le condizioni (3.6), (3.7) insieme alla
seguente

2 o L2 m2
(3.10) e < ATk 7:; Jsinoy con k> mL2,

il moto merostatico generalizzato

[

1 . .
(3.11) ao(t) =3, a(t) =0, ) = ST smta)

& uniformemente stabile (secondo Liapunov) rispetto alle variabili @, %, ¢.
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Summary

In this paper a method for the stability study of the steady motions of mechanical rheo-
nomic holonomic systems with ignorable coordinates is given. This method consists in the
construction of a scalar function A = A(t) >0, playing the réle of a Lagrange multiplier,
which satisfies the condition (1.9) of the theorem. Amn illustrative example of a mechanical
system with two degrees of freedom and one ignorable coordinate is given.






