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ANGELO LIZ2zIO ¢ SALVATORE MILIici (¥)

Determinazione di (1), v(2), »(i) in un grafo

e condizioni sufficienti per 4, =0 (%)

1 — Dato un grafo @ non orientato, indicheremo con V(&), S(G) — o, se
non ¢’¢ pericolo di confusione, con V, § — rispettivamente Pinsieme dei ver-
tiei ¢ quello degli spigoli di G. Fissati @,y € V, per distanza d{z,y) tra v e y
s’intende la minima tra le lunghezze di tutte le catene C(z, y) ehe ¢l sono in @
Se G non ¢ connesso e z, ¥y appartengono a componenti distinte, si pone
dz,y) =co. SeweV e XCV, dlx, X) = min {d(», y); ye€ X}. Se XCV, con
(X> si indichera il grafo generato da X in G, ossia il grafo i cul vertiei sono
gli elementi di X ed inoltre tale che {r,y} ¢ un suo spigolo se e solo se
{z,y} 8.

in [6], F. Speranza ha generalizzato il concetto di colorazione di un grafo,
introducendo le colorazioni L,, s>1. Una colorazione L, di G ¢ un’applica-
zione K: V— ( tale che Vz,yeV, vt y, d(z, y)<s = L{z) = K(y). Per nu-
mero s-cromatico y, di G s’intende il minimo numero di colori necessario per
poter definire in ¢ una colorazione IL,.

Successivamente, S. Antonucei [1], M. Gionfriddo [3],.5, M.C. Mayino e
L. Puccio [5]; , hanno studiato, tra le altre cose, il comportamento di y,. Posto

d, = max |X|, F,={XCV:diam X<s}, 4, =y,—d, (>0) (salvo avviso
XeF ¢
contrario, in c¢id che segue, per evitare easi banali, sarda sempre d,>s + 1),

M. Gionfriddo ha studiato classi di grafi verificanti particolari condizieni rela-
tive a 4, e successivamente [3]; ha definito e segnalato lo studio dei seguenti
parametri v,(k) = min {v € N: G con |V |=ve 4,(G) = b}, 9,(h) = min {veN:

(*) Indirizzo: Seminario Matematico, Cittd Universitaria, Viale A. Doria 6, 95125
Catania, Italy.
(¥¥*) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.S.A.G.A. (C.N.R.). — Riecevuto: 22-IV-1982.
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3¢ con |V|—d, =0 ¢ A,(G)=Dh}, m(h) =min{peN:3 G con |S|=1p ¢
A(G) = h}.

In gquesto lavoro, riprendendo tali questioni, si determinano alcune condi-
zioni sufficienti affinché in un grafo @ si abbia 4A,(6) = 0 ed inoltre, relativa-
mente allo studio del parametro v,(h), si dimostra che v;(1) = 9, 7,(2) = 11,
0,(1) = 11.

2 — Sia @ un grafo qualsiasi. Indicheremo con G+ il grafo tale che V(G¥)
= V(@) e {=,y} € S8(G*) se e solo se d(z,y)<s in G, e con @ il grafo comple-
mentare di &. Per accoppiamento M di G si intende un insieme M C 8 i cul
elementi siano a due a due non incidenti; un vertice z si dird saturo in M se
& estremo di uno spigolo di M. Se 4, BCV, per accoppiamento di A in B si
intende un accoppiamento M di G che saturi tutti gli elementi di 4 ¢ tale
che se we A, {w,y}e M, allora y € B. Infine, se z & un numero reale, indi-
cheremo con [z] e con [z]* rispettivamente il massimo intero minore o uguale
a # ed il minimo intero maggiore o uguale a z.

Riportiamo i seguenti risultati ottenuti in [3], ed in [3],.

2.1. Sia & un grafo tale che d,>%|V|. Se esiste in G un A CV tale che
Al=d,, AeF,, V—AeF,, st ha 4,=0.

2.2. Sia & un grafo tale che |V |>4 ed ACV tale che A e F,, [4d]|=d,.
Se |V—A|<2, st ha d,=0. Se |V—A4|<5, si ha Ad,<1.

2.3. Sia G un grafo qualsiasi; ACV tale che Ae F,, |A|=d,; BCV—A
tale che Be #,, |B|=max {|X|: XCV—A, XeF}. Se WCV—A4, We ZF,,
esiste in G* un accoppiamento M di W in A. Se HCV — (AU B), He &,,
esiste in G un accoppiamento M' di H in B.

Dimostriamo un risultato utile per il seguito.
2.4. Se G é un ciclo con n vertici ¢ s<n—1, allora
0 per n=8+1-+, O<e<s
A, = <
[efk]* per n=1T(s+1)+e, k>1, O<zx<s.

Infatti in un ciclo con n vertiei, posto n = k(s -+ 1) 4+ », dove 0<z<s,
edi=nse k=01, d,;=s+1 se k>1.



[3] DETERMINAZIONE DI v4(1), v4(2), v4(1) IN UN GRAFO ... 381

Nel caso k= 0,1 e d, = », si ha facilmente », = » ¢ quindi 4, = 0. Sup-
poniamo k > 1.

Dimostriamo, dapprima, che non esiste alcuna colorazione L, di ¢ mediante
p<s + [xfk]* colori. Infatti, poiché in G non esistono k41 vertici 4y, ..., Y1,
tali c¢he d(y.,y;)>s -1 Vi,j=1,...,k 41, i5£4, per ogni «e ¢ si ha
[ K~(er)| < k. Dunque si possono atfribuive i p colori, al pit, a p-k vertici.
Poiché

(s -+1) + o —R(a, k) <n se R{e, k)0
prh<sk + k-[af/k]* =
ks +ax<n se Rz, k)=0,

rimane sempre almeno un vertice cui non ¢ possibile assegnare nessuno del
p colori precedenti.

Dimostriamo, adesso, che esiste una colorazione L, di G mediante s + [a/k]*
+ 1 colori. Infatti posto V= {v;, v,, ..., v,}, Papplicazione K: V— C tale che
KO ottty = %y §=1,2,...,8 + 1 + [2/k]*, ¢ una colorazione L, di &
mediante s + [#/k]* 41 colori. Percid y,= s +1 - [2/k]¥, e quindi 4,= [a/E]*

3 — In questo numero daremo delle condizioni sufficienti affinché in un
grafo @ si abbia 4,=0.

3.1. Sia G un grafo connesso in cui esiste un X € F, tale che (X) sia un
albero, | X|=d, ¢ |V—X|=38. Posto V—X = {y,, ¥, %}, Ti={veX: d(v,
¥:) =8 1}, se Ty = {t,}, To={t}, Ty="{t,, 1.}, allora o (1) d(yy, ¥:)<s € A(Ys, Y.
<s per almeno un © = 1, 2, oppure (2) esiste un i = 1, 2, 3 tale che Ay, {ys, ¥r})
>8 - 1.

Supponiamo che non si verifichi né la (1) né la (2). In altre parole, sup-
poniamo che si abbia d(y., ¥s) <8y A(Ys, ¥s) <8y AUYy, Y2) =8 + 1. Si ha d(yy, &)
>s 41, AW, t)>s +1, dys,t)>s +1, d¥s,t)>s + 1. Inoltre per ogni
wveX—{t;,t.} e per ogni y,€ V—X & d(y,, x)<s.

Posto ¥, = {ve X: {v,y,} e 8}, ogni € ¥; & un vertice pendente in (X,
altrimenti si avrebbe d(z,v)<s—1, per ogni ve X, e quindi X U {y,} e #,.

Risulta Y, 7 §. Infatti se fosse ¥, = 0, necessariamente {y,, y:} € § (o, ana-
logamente, {ys, 9.} €8) e, non potendo essere d(ys, ¥;) = d(Ys, ¥») = 1, si
avrebbe d(¥ys, ¥,) = d(Y1, ¥.) + 1>s + 2. Sia, dunque, @, € ¥;. Poiché (X)> ¢
un albero di diametro s, e d(y,,8;)>s + 1 (2 = 1, 2) esistono in (X} due catene
C(w,, t,), Clay,t,) entrambe di lunghezza s. Essendo d(t, ) <s in (X, esiste
un z e X tale che O, 2) = C{my, t,) N Oy, 1) € d{ty, 2) = d(t,, 2) = s — d(@,, 2).
Da cui segue d(ty, z) = d(i., 2) <[s/2].

(X —{&}> & una foresta (ciod un grafo le cui componenti connesse sono
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tutte alberi); indichiamo con C(t,), C(t,) le componenti connesse di (X — {z}>
contenenti rispettivamente ¢, ¢ ¢, ¢ poniamo W, = {ve C(t,): d(z, v) = [5/2]}
(1=1,2) ¢ Wy= {peX:dz )= [s/27¥} — (W, U W).

Risulta ¥, C W,; in caso contrarvio, si avrebbe d{y,, t,) < s, oppure d(ys, l,) <s
(si osservi che se w € Y,, allora dev’essere d(z, 1) = d(z, ,) = 5, da cui & ¢ C(1,)
U C(t,) ed inoltre d(z, z) = [s/2]%).

Inoltre ¢ Y, CW, U W, e Y,CW,uU W,. In caso contrario si avrebbe
a{t, y) < s oppure d(is,¥.) < s. Poiché d(y,,f.) <s, necessariamente esiste
meY, N W, Siha d(t,, z)<s —1, d(zy,2) = d(t,, 2) = d({;, s). Da cui segue
d(xy, 2) = d(ty, 2) = d(t;, 2) = [$/2]. In modo analogo esiste w,e ¥, N W,. Si
ha d{w,, 2,) <s. Osserviamo inoltre che deviessere d(z,, ¥1)<<s e, poiché d{y,, y.)
>s -+ 1, necessaviamente ¢ d(y,, x,) = s.

Deve allora esistere un » € Y, tale che d{v,#,) = s — 1. Questo non si pud
perd verificare, in quanto, essendo ¥, C W, U W, si ha ve W, U W; ¢ quindi
d(v, 2,) = 5. Da cid segue necessariamente la tesi.

3.2. Sia @ un grafo connesso, ¢ X € F, con | X|=d,. Se {<X> ¢ un albero
e |V—X|=3 allora 4,=0.

Poniamo V—X = {y., 4, ¥s}. Sia K: X — ¢ un’applicazione iniettiva. Se
diam (V—X)<s, si ha y, = d,, dunque 4,==0, per il teorema 2.3.

Se esiste un 4=1,2,3 tale che d(y:, {¥;,¥:})>s + 1, dove {y;, ¥}
= (V—X) —{y.}, allora, indicato con #,€ X (u =1,2,3) il vertice tale che
AW, ) >s + 1, ponendo K(y,) = K(z,) si oftiene una colorazione L, di G
mediante d, colori. Ne segue A, = 0. (Si osservi che nel caso d(y;, 7:)<s si ha
necessariamente ;% a;.)

Supponiamo, adesso, che si abbia d(ys, ¥1) <8, A(Ya, Y2) <8y d(Y1, Yo) =8 -+ 1.
In questo caso esistono in G* due accoppiamenti M, = {{ Y1 bty {Yas 3}},
My = {{ys, t:}, {ys, 1)} con by 5= by, 1o~ 1. POSLO T= {tl, ty, 1y, t } e T,={veX:

d(@,_/)\sﬁ—l}pelz—ld,?) si ha TCUT |Ul’|
f=sl ie=1
Sia | U Ti|> 2. Se {ty, t} — {ty, 1.} 5 0, si pud porre K(y;) = K(t,), K(¥,)
=1
= K(t,) e K(y;) = K(1) per t € {Iy, t.} — {ts, t}; se {ts, t;} — {Is, .} = 0, poiché
esiste necessariamente un y € {y,, ¥,, ¥s} colorabile con un colore o diverso da
K(), K(t.), K(&), K(t,), si pud porre K(y) = « ed attribuire ai rimanenti due
vertici ¥,, ¥; due colori opportuni da scegliere tra K(1,), K(&), K(t,), K(t). In
ogni caso si otbiene un’estensione di I a tutto V, che risulta essere una colo-
3
razione L, di @ per la quale & 4, = 0. Se | U T:|= 2, si ha necessariamente
=1
(per il teorema 3.1) ¢, = ¢, e 3 = t;. Anche in tal caso, I (y;) = K(y.) = K()
e K(y,) = K(t,), si ha sempre una colorazione L, di @ per la quale ¢ 4, = 0.
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Per concludere la dimostrazione del teorema, rimane da esaminare il caso
in cui & dyy, ¥.) <8, d(ys, y1)<s e d(¥s, ¥o)>s -+ 1 [0, analogamente, d(y,, ¥,)
>s-+1, d(ys,9,)<s). Anche in questo caso esistono necessariamente in G
due accoppiamenti M; = {{y;, t.}, {¥s, te}} e M= {{y:, 1}, {ys,t,}}. Ponendo,
allora, K(y,) = K(t,), K(y,) = K(&;), K(y.) = K(t), si ha immediatamente la

tesi.

3.3. Sta G un grafo connesso. Se per s>3 esiste in G un X € F, con |X|
=d;=58+4+2 ¢ |V—X|<s+1, allora 4, = 0.

Sia Y= V—X. Possiamo supporre che (¥)> non sia connesso, altrimenti
sarebbe diam Y <s e quindi, per il teorema 2.1, A, = 0, e che il grafo (XD
abbia come vertici quelli di una catena ({w,w,,;) di lunghezza s ed un altro
vertice @,,,. Necessariamente esiste un p, tale che {w,, z,,,} €8, per il quale
51 possono presentare i seguenti due casi: (I) p = s [oppurep = 2}, (II) 2<p<s.

Nel primo caso, posto A = {#,, x,,,, ®,,,} osserviamo che un vertice ye¥
non si pud collegare né con un vertice di X — A4 né, contemporaneamente,
con x; € con un weA——{wl}, in quanto diversamente sarebbe d,> s -+ 2.
Tnoltre un vertice # € A — {&,} non pud essere contemporaneamente collegato
con due vertici distinti di Y, altrimenti sarebbe d, > s -+ 2.

Supponiamo s > 3. Esiste al piltt un vertice y, € ¥ — X tale che d(x,, ¥,) = 2.
Inoltre se 4> 1, esiste al pitt un vertice y,€ V — X tale che {y,_,,y.}€ 8. 8i
ha inoltre i<s -+ 2. Posto allora Z,(@;) = {yeV —X:d(x,y) =1 e d(a,, ¥)
=441}, si ha |Z(z,)|<2 ¢ :

A
[y

VA se | Zy(@)|=2
| Z (@) |= N con 1< i<[s[2] (%)
se [Zy(z) =1, ~

A
Lo

/

1 Z ()] < 2 per 4> [s/2].

A

In virth di tali condizioni, si vede facilmente che si pud definire una colora-
zione L, di ¢ mediante d, = s + 2 colori.

Se s = 3, si pud osservare che possono esistere al pitl due vertici yy, ¥,
€ V—X tali che d(x,, 1,) = d(,, ¥») = 2. Per essi pero si ha d(y,, ¥.)>4. Pro-
cedendo come nel caso precedente, si pud definire una colorazione L, di G
mediante 5 colori.

Nel secondo caso, posto B = {#,, x,.,, ..} osserviamo che un y € ¥ non
pud essere collegato con e X — B, né contemporaneamente con due vertici

(*) Osserviamo che [Z(z,)|= 2 per 1 < 4<s si pud verificare al pitt una sola volta.
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di B, né con w,.,, in guanto diversamente sarebbe d,>s -+ 2. Inoltre un
z € B non pud essere collegato con due vertici distinti di Y altrimenti sarebbe
d, > s -+ 2. Bsistono, dunque, al pitt due vertici y,,2, € Y tali che {&;,y,} €S
e {&,,1, %1} € 8. Per ¢ > 1 e 1<(s — p esiste al pilt un vertice y, tale che {y,, ¥4}
€ 8. Analogamente per ¢ > 1 e ¢<p esiste al pilt un vertice 2; tale che {z,, z,_,}
€ 8. In ogni caso se @ = &y, &,,4, ' € {5, 0, — {@} ¢ Z,(2) = {y e ¥: d(=, y)=1,
d(@'yy) = s + 1} si ha

<1 per 1<i<p

|2, )| =<
<2 per p<i<s+1,
<1l  per I<i<s—p

| Za | =
<2 per s—p<i<s 1.

Si prova immediatamente che, per ogni ¢, se | Z,(2)]= &, esistono k vertici
di X a distanza s 4 1 dagli elementi di Z,(x). Si pud allora facilmente definire
una colorazione L, di ¢ mediante d, = s -~ 2 colori. Da cui la tesi.

3.4. Se G ¢ un grafo connesso di ordine 10 ¢ tale che d, = 7, allora A, = 0.

Poniamo X = {&,, ..., %,} € F4, ¥ = {yy, ¥a, Y5} = V — X. Cominciamo ad
osservare che grad #< 4 per ogni € V; in caso contrario sarebbe d, > 7.

Dimostriamo che, posto 7', = {x € X: d(w,y,)>5}, se T\ = {t,}, T, = {L.},
Ty = {t;, t,}, necessariamente si verifica una delle due condizioni: (1) d(y,, ¥.) <4,
A(Ys; y:) <4 per almeno un ¢ =1,2; (2) esiste un ¢ =1,2,3 tale che d(y,,
{45, 9:}) >5, dove {j, &} = {1, 2, 3} — {i}.

Supponiamo che non si verifichino né la (1) né la (2).

Sia max grad # = 4. Necessariamente nel grafo (X) esiste un sottografo
zEYV
avente per spigoli: {my, @}, {1, @5}, {m, @}, {w, @5}, {2., 45}, {%, #,}. Inoltre,
poiché dev’essere (necessariamente) d(y;, X) =1, & {y;,#,}€S. Ne segue
T, C {a;, @y, z;}. Posto t, = @,, t, = w5, si pud facilmente constatare che non
pud essere in alcun modo d(y,, &) <4, d(¥y., t,) <4.

Supponiamo max grad ¢ = 3. A meno di analogie, si pud supporre che nel
. zEV
grafo (X} esista un sotfografo avente per spigoli {w;,®,}, {&, a5}, {&;, 2.},

{@sy s} {@5, ¢, {w,a,} (oppure {&,, «,}). Dovendo essere d(y,, X) =1, si
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ha necessariamente {y;, @} € § (nel easo {z,, 2,} € § pud anche essere, in modo
analogo, {y,, @;} oppure {y;,#,} €8). Si ha T, = {s, 2} e si pud vedere
facilmente che si giunge ad una contraddizione.

In definitiva, si verificano necessariamente o la (1) o la (2). Procedendo
allora come nel teorema 3.2, si pud attribuire al grafo una colorazione L, tale
che A, = 0. Da cui la tesi.

4 — Posto v,(h) = min {n € N: esiste un & tale che A(@) = h}, in [3], ¢
stato dimostrato che v,(1) = 7 e ,(2) = 11. In questo numero dimostreremo
che v,(1) = 9, v,(2) = 11, »,(1) = 11.

(a) Dimostriamo che vy(1) = 9.

Sia ¢ un grafo connesso con n vertici. Si pud supporre 4<d,<n. Per il
teorema 2.2 si ha 4, = 0 nei casi n = 4,5, 6 e nei casi n = 7 con d; = 5,6, 7
ed n =8 con d; = 6, 7, 8. Inoltre, per n = 7, d, = 4, si ha 4, = 0 per il teo-
rema 3.2. Nel caso n = 8 ¢ d, = 5, segue 4; = 0 dal teorema 3.3; per n = 8
e dy = 4 11 grafo @ risulta essere un tronco oppure un ciclo ed & sempre A, = 0.
8i ha quindi 4, = 0 per ogni n<8. Poiché il ciclo ¢, & un grafo con 9 vertici
e tale che 4, =1, ne segue 7,(1) = 9.

(b) Dimostriamo che v,(2) = 11.

Per quanto visto in (a), possiamo supporre n>9, d;>4. Per il teorema 2.2
risulta 4, <1 per n = 9 e nei casi n = 10, con 5 <d,<10. Risulta d,<1 anche
per n =10 e d; = 4, essendo in tal caso il grafo @ o un troneo o un ecielo.
Si ha quindi 4,<1 per ogni #<10. Poiché il ciclo ¢4, & un grafo con 11 vertici
e tale che 4; = 2, ne segue v,(2) = 11.

(¢) Dimostriamo che v,(1) = 11.

Possiamo supporre #>5 (in caso contrario ¢ subito 4, = 0). Risulta
b<dy<n. B A, = 0 nei casi n<Ty, n—2<d;<n ¢ n=8§,9,10 (per il teo-
rema 2.2), n = 9,10 e d, = 6 (per il teorema 3.3), n =10 ¢ d, = 7 (per il
teorema 3.4), d; = 5 con n == 8, 9, 10, poiché G & necessariamente un tronco
o un ciclo. Poiché il eiclo Cy; & tale che 4, = 1, ne segue v,(1) = 11.
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Sommario

In questo lavoro si determinano alcune condizioni sufficienti affinché in un grafo G

si abbia A(G) = 0 ed inolire, posto vy(h) = min{veN: 3G = (V,8) con |V]|=v e
4,(@) = Rk}, si dimostra che v5(1) = 9, v,(2) = 11, v,(1) = 11.
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