Riv. Mat. Univ. Parma (4) © (1983), 327-331

RENATO BETTI (%)

Invarianza per traslazioni nelle categorie monoidali (**)

Introduzione

Questo articolo considera aleuni casi di V-categorie monoidali. I'invarianza
per traslazioni ¢ una condizione di compatibilita fra la struttura monoidale
dellinsieme degli oggetti e la struttura di V-categoria. Per i casi che si consi-
derano ¢ sufficiente assumere che V sia un insieme ordinato.

Seguendo un suggerimento di Lawvere ([7], pag. 142) si ha in particolare
che quando la V-categoria monoidale X & rigidamente chiusa, insieme degli
oggetti costituisce un gruppo abeliano che, rispetto agli hom-set, ¢ «invariante
per traslazioni». Cid permette di dare in maniera categoriale la mnozione di
gruppo abeliano con una ulteriore struttura (essere gli oggetti di una
V-categoria = V-gruppo) nel caso in cui non sia esprimibile come « oggetto
gruppo in V-cat ». I casi pitt evidenti di una tale situazione sono quelli dei gruppi
abeliani normati (la diagonale 4: X — X X X non & un funtore di V-cat) e deil
gruppi abeliani ordinati (in cui il passaggio all'inverso va considerato come un
V-funtore Xeo»-— X).

Nel seguito si considerano le V-categorie chiuse. Si dimostra che, nel caso
in cui il prodotto di ¥ sia cartesiano, tali categorie comprendono le algebre
di Heyting invarianti per traslazioni. Inoltre si dimostra che ogni V-categoria
chiusa contiene una sottocategoria rigidamente chiusa (cio¢ un V-gruppo abe-
liano) massimale.

Le categorie rigidamente chiuse furono introdotte da Saavedra-Rivano [8].
Con altra terminologia sono note come « categorie compattamente chiuse »,

vale a dire categorie monoidali che, considerate come bicategorie con un solo
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oggetto, ammettono aggiunto sinistro di ogni 1-cella (si veda Kelly [4]), o anche
come una parbticolare classe di « categorie autonome » nel senso di Barr [11.
L’osservazione (Kelly-Laplaza [5], pag. 194) per cui le categorie compattamente
chinse che sono insiemi ordinati sono esattamente i gruppi abeliani ordinati
diventa cosi un caso particolare (V' = 2) della proprietd di rigiditd dei F-gruppi.

1 - V-gruppi abeliani

La categoria di base V sia un preordine dotato di una struttura monoidale
simmetrica. Se X & un monoide commutativo i cui elementi sono gli oggetti
di una V-categoria, allora si ha che .Y & un oggetto monoide in V-cat esattamente
quando, come V-categoria, & monotona per traslazioni, vale a dire per ogni terna
ordinata di oggetti @, b, ¢ vale X(a,b)<X(a 4 ¢, b 4+ ¢). Cid motiva la se-
guente definizione.

Def. X sia una VP-categoria tale che linsieme dei suoi oggetti & un gruppo
abeliano. Si dice che X & un V-gruppo abeliano se & invariante per traslazioni:
X(a,b) = X(a 4 ¢, b + ¢), per ogni terna ordinata di oggetti.

La definizione di V-gruppo abeliano si generalizza in quella di V-algebra,
la quale estende (da 2 a V) la nozione usuale di « algebra parzialmente ordinata »
(si veda Kokorin e Kopytov [6], pag. 2): un insieme .4 & un’algebra parzialmente
ordinata se & un’algebra con operazioni fu(z,, ..., @, ), un insieme. parzialmente
ordinato ed in pit & tale che, quando a e b sono due elementi confrontabili,
fa(®yy vy @iy, @, ..., @) € fao(®1, ..., @4, b, ..., @, ) sono confrontabili, per ogni

[24

Diy eony Limgy Tipay ey B, € A € per ogni operazione fy.

2 - V.categorie rigidamente chiuse

Def. (Saavedra-Rivano). La V categoria X si dice rigidamente V-chiusa
se & una V-categoria monoidale ¥ ® X & X, 1 > X, per la quale & assegnato
un bifuntore (chiusura) Xe»® X5 X, tale che —@ a sia V-aggiunto a sinistra
a H(a, —) per ogni oggetto a di X e che, posto o’ = H(a, 0), si abbia (condi-
zioni di rigidita)

() a = (a')', (i) (@ +b) ~a b .

Gli isomorfismi della definizione precedente vanno intesi «nel gsenso di ¥»
e ¢io, nel caso in cui V sia un preordine, significa @ ~ b se e solo se k<X(a, b)
e k<< X(b, a), essendo k Punita del prodotto di V.
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Nel seguito supporremo che le V-categorie che si considerano siano schele-
trali, vale a dire prive di isomorfismi non identici. Si ha allora

Teorema. I V-gruppi abeliani sono esattamente le V-categorie rigidamente
V-chiuse.

Dim. Se X ¢ una V-categoria rigidamente V-chiusa, Pinsieme degli oggetti
¢ un monoide monotono per traslazioni. Inoltre si ha a + o' ~ 0 per ogni
oggetto a. Infatti la funtorialith di H(—, 0) garantisce che vale X(a, b)
~ X(V', a') e le condizioni di rigidita forniscono (¢ + a')' =~ a -+ a’. Dunque
k<X(a'ya') =~ X(a + o', 0) = X(0, a + a’). Ne segue che l'insieme degli og-
getti di X ¢ un gruppo abeliano, invariante per traslazioni con opposto a’.

Viceversa, supponiamo che sia dato un ¥V-gruppo abeliano X. Si pone
H(a,b) =b—a e si verifica che H definisce un V-funtore Xor® X — X,
Infatti,

(Xr® X)((a, ), (¢, &) =X"(a, ¢)® X(b, @) ~ X(¢, a) @ X(b, d)
=Xb—a,b—0)@X(b—¢, d—0)<X(b—a,d—c) ~ X(H(a,b), H(c, d)) .

Inoltre a'= H(a,0) = —a e dunque le condizioni di rigiditd sono soddi-
sfatte. La V-aggiunzione fra —@® a e H(a, —) si riduce all’osservazione che
a -+ b<e se e so0lo se b<<e— a.

Per i V-gruppi abeliani si dimostrano facilmente le seguenti proprieta.

(1) Se F: ¥ — ¥’ ¢ un funtore monoidale e X & un V-gruppo abeliano,
allora FX ¢ in maniera naturale un F’-gruppo abeliano.

(2) I V-gruppi abeliani sono esattamente i gruppi normati in ¥,

(3) I1 completamento secondo Cauchy di un F-gruppo abeliano X & in
maniera naturale un ¥V-gruppo abeliano.

Le dimostrazioni sono dirette pur di utilizzave I'invarianza per traslazioni.
Vale tuttavia la pena di ricordare le nozioni coinvolte.

Una categoria X si dice normata in ¥V (si veda Betti, Galuzzi [3]) se per ogni
coppia di oggetti a,b di X & data una funzione X(a,b)!l2 ob¥V, tale che
1oe=0 & |Fla" [9]s0< 179 ec-

Per dimostrare la (2) basta allora considerare il gruppo abeliano X come
una categoria con un solo oggetto, e la sua norma assegnata da [l = X(0, £).

Il completamento secondo Cauchy di una categoria fu introdotto da Lawvere
([71, pag. 163). Gli oggetti del completamento sono le coppie di bimoduli ag-
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giunti 1 27X (« ~ B) e loggetto delle frecce & definito mediante X({x, ),

!y B73) :[3 Boo’ (si ricordi che i bimoduli 1 - 1 sono in corrispondenza biuni-
voca con gli oggetti di ¥). Per i dettagli della costruzione di X si veda Betti [2].
Nella dimostrazione della proprieta (3), la struttura di gruppo in X si definisce
punto a punto.

3 - V.algebre di Heyting

Si considera ora il caso in cui la chiusura della V-categoria X non sia neces-
sariamente rigida. Quando il prodotto di V ¢ cartesiano si perviene cosi alla
nozione di V-algebra di Heyting.

Def. Sia ¥ un preordine cartesianamente chiuso. Una F-algebra di Heyting
¢ un’algebra di Heyting i cui elementi sono gli oggetti di una V-categoria in-
variante per traslazioni, cio¢ tale che X(a, b) = X(aAc, bAc) per ogni terna
ordinata di oggetti.

Teorema. Le¢ V-algebre di Heyting sono V-categorie V-chiuse.

Dim. Se X & una V-algebra di Heyting, si dimostra che A & un funtore
X® X — X. Infatti (X ® X)((z, ¥), (2, w))= X(z, w) ® X(y, 2) = X(@\y, wAY)
R X(wAy, whz)<X(zAy, wAz). Inoltre vale X(zAy,r) = X(xAzAy, xAz)
=~ X(xAy, e\(x =2)) = X(y, 2 = #) utilizzando lidentitdh wA(z = 2) = @Az,
valida nelle algebre di Heyting.

Occorre ora dimostrare la funtorialitd di =-. Infatti

(X2 @ X)((@, 2), (3, w) = X, 1) @ X (2, w) = X(z, w)® X(y, ©)

~X(x = zr=>2)R0X#w)RX(y,2) R X(z = w, & = w)
X(aA(@ = 2),2)® X(z, w) R X(y, 2)® X(z, (x = w) = w)
X(
X(

IZ

Il

sA (@ = 2), w)® X(y, (¢ = w) => w)

r=>za=>wRXA(@ = wy > w<Xe =2y =>w

| l

per ogni quaterna ordinata z, ¥y, 2, w.

Inoltre la chiusura ¢ cartesiana; infatti si ha X(z, y)® X(z, 2) = X(vAz,
YA ® X(, 2) = X(z,5 = (yA2))® X(z, 2)<X(2,2 = )R X(2 = y,2 = @)
~ X(z, x = y) = X{(z, y). Analogamente X(z, y) ® X(z, 2) < X(x, 2). Ma d’altra
parte X(z, yA2) =~ X(zAy, yAz) =~ X(x, 2) e analogamente X(z, yAz) =~ X(z, y).
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Dunque complessivamente si ha X(z, yAz) =~ X(z, y)® X{(x, 2) perché il pro-
dotto nella base & cartesiano.

Teorema. Se X éuna V-categoria chiusa e scheletrale, la sottocategoria piena
costitwita dagli oggeiti x tali che la valuwtazione x + H(x, 0) — 0 sia un isomor-
fismo ¢ una V-categovia rigidamente V-chiusa.

Dim. 8i ha X(¢, b)<X(a + ¢, b+e) perchée — @ ¢ ¢ un F-funtore, inoltre
la condizione che per ogni oggetto della sottocategoria valga © -+ H(z,0) =0
garantisce che l'insieme degli oggetti ¢ un gruppo abeliano con inverso
— o = H(x, 0). L’invarianza per traslazioni ¢ una conseguenza, nel caso dei
gruppi abeliani, della monotonia.

Vale la pena di osservare che ogni sottocategoria piena di X che sia rigida-
mente V-chiusa e contenuta nella sottocategoria definita nel teorema prece-
dente, in quanto deve necessariamente valere la condizione o 4 H(z, 0) = 0.
Inoltre, nel caso in cui il prodotto di ¥ sia cartesiano, I'unica sottocategoria
rigidamente chiusa di X & quella banale. Infatti in questo caso X ¢ una V-algebra
di Heyting e 0 & il massimo. Allora la condizione del teorema precedente si-

gnifica x = 0.
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Summary

In this paper, monoidal categories enriched over V are considered. Translation-
invariant ones are abelian groups normed in V, and can be also described as vigidly V-closed
V-categories. So a categorical description of abelian groups with a further structure is
provided in the case that they camnot be described as group-objecls in the appropriate
category. Other properties are studied.






