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AURELIO CARBONTI (%)

Categorie di frecce parziali (**)

Introduzione

In questo lavoro si affronta il seguente problema di caratterizzazione: &
noto che se € & una categoria con equalizzatori ed immagini inverse (cioé pro-
dotti fibrati di monomorfismi lungo frecce qualsiasi), & possibile definire la
categoria Par (C) delle frecce parziali di C come quella i cui morfismi o 2 8

sono le (classi di equivalenza di) coppie (4, f) in cui ¢ & un monomorfismo, la

\

cui composizione ¢ data dalla costruzione illustrata dal seguente diagramma

/ P\
o B 4
(*) Indirizzo: Dipartimento di Matematica, Universitd, Via Saldini 50, 20133

Milano, Italy.
{(**) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.S.A.G.A. (C.N.R.). — Ricevuto: 15-1-1982,

19



no
w
[

A. CARBONI (2]

Par (C) ¢ una categoria 2-dimensionale (¢ definita un’operazione RAS sui
morfismi che rende ogni om-insieme un semireticolo), che contiene € come la
sottocategoria delle frecce parziali ovunque definite; si pone dunque il problema
di caratterizzare le 2-categorie della forma Par (C); la sua soluzione comporta
quella del problema analogo per le categorie C esatte a sinistra. In vista del
rapporti tra teorie essenzialmente algebriche e categorie esatte a sinistra
discussi in [2], ¢ possibile usare la presente caratterizzazione per fornire una
presentazione sintattica intrinseca delle teorie essenzialmente algebriche che
eviti certe complicazioni formali presenti in quella contenuta in [1].

1 - Def. 1. Una Z-categoria ¢ una categoria A (indicheremo con
oy By y, ... 1 suoi oggetti e con R, S, T, ... le sue frecce) tale che

(A) ¢ definita un’operazione parziale Q sulle frecece che rende ogni om-
insieme un semireticolo (non necessariamente dotato di elemento massimo),
che soddisfa la condizione: se R c S, allora TRc T8 e RT ¢ 8T;

(S) & definita un’operazione R sulle frecce (« supporto» di R), che sod-
disfa gli assiomi

S) ¥Rc1, S)  PRIS) =S (RS),

(S,) FL(RAS)-R = RAS, (S)  FREAT) =SR-SAFR-T.

B facile verificare che, se ¢ & una categoria con equalizzatori ed immagini
inverse, Par (C) soddisfa tutti gli assiomi enunciati, quando si definisca la
struttura di -categoria su Par (C) nel modo seguente: se {Z,f> ¢ un rappre-
sentante della freccia R, allora {i,4> & un rappresentante di SR e, se {j,g> ¢
un rappresentante di un’altra freceia S, allora {ei’j, ¢ j'f> & un rappresen-
tante di RAS, essendo 4’ e j' i lati del prodotto fibrato di 7 lungo j ed ¢ 'equa-
lizzatore di j'@ e i'g.

Diremo categoria di frecce parziali ogni &-categoria della forma Par (C).
Diremo modello di una &-categoria 4 ogni funtore 4 — Par (C) da A verso
una categoria di frecce parziali, che conservi la struttura addizionale. Nel
seguito discuteremo l'esistenza di un modello universale per 4 e le condizioni
perché esso sia un’equivalenza.

Se 4 ¢ una ¥ -categoria, ¢ possibile definire la sottocategoria Fun (4) come ‘
quella, dei morfismi B ovunque definiti o «interi», tali cio¢ che YR = 1; si
ha infatti che se B e 8 sono interi, allora S (RS) = (RS S) = LR = 1, cio¢
anche RS & intero; inoltre, per ognioggetto o si ha S la= 14, in virthu di (8,).
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Lemma 1. (a) Se RCS ¢ SR =8, allora R = 8.
(b) F(FSR) =FR.
(e) RC1 se ¢ solo se SR — R.

(d) Se Ac1l e Bcl, allova AB = ANB.

(e) Se Rc 8, allora SR c¥8.

(f) Se RS ¢ intero, allora R ¢ intero.

Dim. (a) Siosservi che per (8,) siha R= SR R e S(RAS)-R=S(RAS)-8;
dunque § =88 =SR-S = P (RAS) S = P(RAS) R =%R-R = R.

(b) S(FR) = F(1-FR) = P(1R) = ¥R.

(¢) Se Rc1l, allora R =R -RcYR; l'asserto segue allora da (1), a
causa di (b).

(d) Chiaramete si ha ABc AAB; inoltre, poiché se X cl allora
A= Y(X=X X =9X-X = X),sihache AABC Bimplica AANB = (AAB)
(AAB)C(AAB)-BC AB.

(e) Da L(RAS)-8 = RAS segue S (S (RAS)-FS) =S (RAS), -cioe
FL(BAR)-F8 =S (RAS); ma L (RAS)-FS =F(RASASS; pereid, se RAS
= R, si ha YRASS = SR, ciot SRCIS.

(f) Se 1L =(RS), allora 1 = L(RS) = F(RFS) c SR, ciot SR = 1.

Def. 2. Una S-categoria & tabulare se per ogni morfismo coriflessivo 4
(cioe A C 1) esistono due morfismi 4% e 4, tali che A, A*= A4 ¢ 4%A4,= 1.

51 osservi che per il Lemma 1 (f), il morfismo A* ¢ intero; inoltre ¢ un mono-
morfismo perché ha un inverso destro in A4.

Lemma 2. Se A Ad*= A, A%A, =1 ¢ A A%=A%"=A, A%4*=1
sono due tabulazioni di un morfismo coriflessivo A, allora esiste un unico 1so-
morfismo h tale che A% = hA'*

Dim. Poiche A’*:A*A*A*:A*A;A"*‘ ¢ intero, si ha che h = A*A;
¢ intero e che A*= hd4’#; poiché A= A"*A'A*= A" A, A ¢ A"* & intero,
si ha che k= A4, & intero e che A= kd,; infine, hk = A*A  A'* 4,
= A*A A% A, =1 e analogamente kh = 1. L’unicitd & ovvia.

Lemma 3. Se A & una S -categoria tabulare, allora Fun (4) ha cqualizzatori.

Dim. Siano f e g due frecce parallele di Fun (4); poniamo B =S (fAg)
¢ sia B, 0% = F, E*F, = 1 una tabulazione di Z. E* & lequalizzatore di f
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e g in Fun (4); Bf = Hg ¢ E*E = E*¥ implicano E*f = I*g; se & ¢ un mor-
fismo intero per cui af = xg, posto h = zl,, si ha hE* = 2, poiché ¥, E*Cx»
¢ S(@BB¥) = S (@h) =S («P(fAg) =L (2(f\g)) = S (wf \ag) = L (af) = L
(Lemma 1 (a)); sempre per il Lemma 1 (f), dal fatto che hE, &intero, segue che &
& intero; infine, Punieitd di & segue dal fatto che E* ha inverso destro in A.

Se 4 ¢ una Y-categoria tabulare, 'agsioma di tabularith definisce canoni-
camente, per ogni oggetto o di A4, una corrispondenza

ey Cor (&) — Sub ()

mediante 4 — A*, dall’insieme Cor (x) dei morfismi coriflessivi o 2> « in 4
all’insieme Sub () dei sotto-oggetti di «in Fun (A4) (Lemma 2). Il nostro ultimo
assioma ¢ la richiesta della biunivocita della corrispondenza (I); per otitenerla
& sufficiente richiedere che per ogni monomorfismo % o« di Fun (4) esista
A; e Cor () tale che Af = 1; 81 ha infatti che se per due morfismi 4, B € Cor (x)
vale A¥*= B* allora 4 =B, poich¢ 4= A4, B*B A%= A, A*B, B*= AB
= B4 = ByB*4, A*= B, A*A,B¥*= B.

Chiameremo per brevitd «assioma I» Pagsioma che esprime la biunivocita
della corrispondenza (I).

Teorema 1. Se A & una F-categoria tabulare soddisfacenie Dassioma I,
allora Fun (4) ¢ una categoria con equalizzatort ed immagini inverse.

Dim. Gid sappiamo (Lemma 3) che Fun (4) ha equalizzatori.

Per quanto riguarda le immagini inverse, siano f ed ¢ due morfismi di Fun (A)
aventi comune codominio e con ¢ mono. Sia C,, 0* una tabulazione di &#(f4,);
mostriamo che il quadrato

C*fAi,

c* i
1 .
'

& un prodotto fibrato in Fun (A4). Poiché C*f4,C 0% e S (O A;) =S (C*F(fA,;
=F(0*0,0%) =F0%=1, si ha O%f A4 = C*.Se xed y sono :due morfismi
interi tali che of = ¥4, allora, posto h = a0y, si ha h0*= 20, 0*Cx ¢ F(hC*)
=L (20, 0*) = F (@S (fA)) = L (yid,) = F(yi) = 1; dunque h0*=2 ¢ h &
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intero. Infine hC0¥fA o = 00, O%fA ;= afd = yidw = y. L'unicita di 7 segue
dal fatto ehe C* & mono.

Se 4 ¢ una Y -categoria tabulare soddisfacente Passioma I, & possibile de-
finire una corrispondenza A -% Par (Fun (4)) mediante @(R) = {(R*, R*R),
dove si & posto per semplicitd di serittura che R, , R* sia una tabulazione di &R.
Tale corrispondenza & ben definita perché RE* & un monomorfismo e perché
S (R*R) = S (B*FPR) = F(R*R, B*) = S R*= 1.

Teorema 2. La corrispondenza A -2 Par (Fun (4)) definita da R — p(R)
= (R* B*R) si estende ad un funtore che conserva la struttura di & -categorie.

Tale funtore ¢ una equivalenza.

Dim. BSia ¢(8) = (8%, §48) ¢ consideriamo il diagramma

T#R*RS,

dove T* T, ¢ una tabulazione di y(R"‘RV(;S’)) = L (R*RS). Poiché per il
precedente teorema il quadrato ¢ un prodotto fibrato in Fun (4), si ha che
(T*R*, T*R* B8, 8% 8) = {T*R* T*R*RS) & un rappresentante di ¢(R)-p(S).
Si ha pure

S(BS) = S (R, R*RS) = (B, (R*RS))
= S (R Ty T*) = PRy T T*R¥) = R, T, TRy,

poiché R, T, T*R*C1. Poiche T*R*R,T,=1, si ha che T*R* R, T, & una
tabulazione di (BS); dunque @(RS) = @(R) @(8). In modo analogo si prova
che @ conserva la struttura di &-categoria.

Infine, il fatto che ¢ sia una equivalenza di &-categorie & una diretta con-
seguenza dell’assioma I; se infatti (4,f> & un morfismo di Par (Fun (4)), in
base a tale assioma si pud considerare il morfismo R = 4.f, per il quale &
subito visto che @(R) = (i, f>; d’altra parte, il fatto che si pud pure provare
facilmente che il funtore ¢ & fedele, assicura il risultato voluto. -

Poiché ogni F-categoria della forma Par (C), per C categoria con equaliz-
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zatore ed immagini inverse, chiaramente ¢ tabulare e soddisfa ’assioma I,
non ¢ difficile vedere che le corrispondenze 4 > Fun (4) e C > Par (C) si
estendono a funtori che stabiliscono una biequivalenza tra la (2-) categoria
delle &-categorie tabulari soddisfacenti 'assioma I e quella delle categorie con
equalizzatori ed immagini inverse.

2 — Consideriamo ora il caso di una categoria C esatta a sinistra (= con
limiti finiti = con equalizzatori e prodotti finiti = con prodotti fibrati ¢ oggetto
terminale). In tal caso la F-categoria Par (C) eredita una struttura di «pro-
dotti finiti » che pud essere intesa nel modo seguente:

(P) un’operazione <u, ) > {7a, 7y dalle coppie di oggetti alle coppie
di morfismi, tale che 7+, 715 hanno eomune dominio e codominio rispettivamente
o e f e sono interi; un’operazione (R, 8> — R x 8§ dalle coppie di morfismi ai
morfismi, tale che R X 8 ha per dominio e codominio rispettivamente i prodotti
dei domini e dei codomini di B e 8 (i prodotti di oggetti sono definiti come il
dominio comune della coppia {7, 7s)); un’operazione o — A» dagli oggetti ai

morfismi tale che il dominio di 4, ¢ « ed il suo codominio ¢ ¢ xa ¢ che sia
intero; queste operazioni devono soddisfare le equazioni

L (BXS) =SRxSS, (Rx8)xr=SRx8)=-R,
Aa'?&a:l, A'(RT[XRR) =R.

(V) un oggetto costante ¥V ed una operazione parziale sui morfismi
R V() definita se e solo se B C 1, tale che il dominio di ¥(R) & quello di R
ed il codominio & ¥ e che soddisfi le equazioni

SV(R) =SR, P(FR)=2R.

Tale struttura, che si vede facilmente essere presente nelle &-categorie della
forma Par (C) dove C & una categoria esatta a sinistra, & anche sufficiente ad
assicurare che Fun (A4) sia esatta a sinistra, se 4 & una & -categoria tabulare.
Si ha infatti il

Teorema 1. Sia A wuna S -categoria tabulare munita delle strutiura (P)
e (V). Allora
(a) Fun (A) ha limiti finiti,
(b) esiste un modello A > Par (Fun (4)) wniversale per A, che ¢ una
equivalenza se ¢ solo se A soddisfa Passioma 1.
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Dim. (a) Il Lemma 3.1 assicura che Fun (4) ha equalizzatori. Per quanto
riguarda i prodotti binari, basta porre <f, gy = Ada-fxg; si ha LY, >
=P (A X9) =L (4aFf X g) =S (LaF} XLG) =S (Aa"1 X1)=F A =1; si vede
facilmente che (f, g> ha la proprietd universale richiesta. L’oggetto terminale
¢ V;se o & un oggetto di 4, allora V(1) ¢ 'unico morfismo intero ¢ —> V, poiche,
se @ & un altro morfismo intero o — ¥, allora » — V(Fx) = V{(la).

(b) Si osservi che, anche in assenza dell’assioma I, la definizione
B (B* R*R) del Teorema 2.1 si estende ad un funtore di -categorie
(fedele) A % Par (Fun (4)), che conserva inoltre le strutture (P) e (V). Resta
da provare che tale modello ¢ universale, cioé che per ogni altro modello
L Par (C), dove C & una categoria esatta a sinistra e M conserva le strut-
ture (P) e (V), esiste un unico funtore di F-categorie Par (Fun (A)) 2 Par (C)
tale che @ M' — M. Allo scopo, si ponga M'(<h, 1) = (M (h), M(f)>; M & ben
definito, poiche, dato che il fatto che % & un monomorfismo & esprimibile con
prodotti ed equalizzatori e che questi sono definiti per mezzo della struttura
di A conservata da M, si ha che M(h) & un monomorfismo; in modo analoge si
prova che M’ 6 un funtore di S -categorie e che conserva le strutture (P) e (V).
L’uguaglianza pM'= M ¢ un'immediata conseguenza dei fatti precedenti e
del fatto che Par (C) & una S-categoria tabulare soddisfacente P'assioma I.
Infine, la unicitd di M’ & conseguenza del fatto che il funtore Par (~), dalla
(2-) categoria delle categorie esatte a sinistra a quella delle &-categorie tabulari
munite delle strutture (P) e (V), & pieno e fedele. Tutto cid puod essere riassunto
dicendo che il funtore Par (—) esibisce la categoria delle categorie esatte a
sinistra come sottocategoria riflessiva di quella delle #-categorie con le pro-
prieta menzionate.

Per quanto riguarda Pultima asserzione del teorema, peraltro ovvia, si
osserva che in presenza della struttura (P), assioma I equivale alla richiesta
di una operazione parziale il cui dominio & equazionalmente definibile come
la classe dei morfismi di 4 che sono monomorfismi in Fun (A4) e dunque la teoria
stessa delle #-categorie tabulari munite delle strutture (P) e (V) e soddisfacenti
Passiome I & una teoria essenzialmente algebrica, nel senso precisato nel-
PIntroduzione. '

L’ultima questione che vogliamo trattare ¢ esistenza del completamento
tabulare libero di una % -categoria, questione che pud occorrere nelle sue appli-
cazioni. Ricordiamo che un morfismo coriflessivo & anche idempotente, e che
la condizione che esso sia tabulare equivale a quella che, considerato come
idempotente, possieda uno spezzamento. Cosl, se la & -categoria A & tale che
il metodo generale per rendere spezzanti gli idempotenti di 4 conduce ancora
ad una #-categoria, allora A possiede completamento tabulare libero.
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Teorema 2. Se wuna S-categoria A soddisfa la distributivita destra
(RAS)B = RBASB,, limitatamente ai morfismi coriflessivi B, allora A possiede
un completamento tabulare libero A — A.

Dim. Ricordiamo che la costruzione del completamento A consiste nel
definire come oggetti di 4 i morfismi corriflessivi e come morflsmi 4 % B
in A i morfismi R di 4 tali che AR = R = RB. Si verifica immediatamente
che definendo F(A4 -5 B)=A L8 A ¢ (A2 BYA(A-S B)=A_25 B
tutti gli assiomi di &-categoria sono soddisfatti. Semplice & anche la verifica
della proprietd universale di 4.

Se A possiede le strutture (P) e (V), si vede senza difficoltd che esse sono
« ereditate » da 4. Invece, per quanto riguarda Passioma I, esso non & ¢ere-
ditato » da A, poiché fa riferimento ai monomorfismi di Fun (4). Tuttavia,
se A possiede la struttura (P), non & difficile esprimere per 4 la condizione
affinché un suo morfismo sia un monomorfismo in Fun (/i); Passioma I esteso
a tale classe di morfismi & allora quello che garantisce che il modello canonico
A % Par (Fun (4)) sia un isomorfismo.
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Summary

In view of an intrinsic syniactic preseniation of esseniially algebraic theories, we give
a characterization of the 2-categories of partial maps of left ewact categories.
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