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RoporLro SALVI (*)

Soluzioni periodiche delle equazioni

dei fluidi viscosi incomprimibili non omogenei (**)

1 - Introduzione

La risolubilitd in grande del problema misto (secondo Hadamard) per il
sistema

0 (5 ult) + (u(t) V)u(®) — pdu(t) = of —Vp,

ot
(1)
. oo
divu(t) =0, 5_;_ + (u(t)-Vo) =10,

in un cilindro @ = Q2 x (0, T) (2 aperto limitato in R?, T < oc) ¢ stata dimo-
strata da S.N. Antonzev e A.V. Kajikov [1].

Successivamente esistenza ed uniecith di una soluzione classica del si-
stema (1) & stata dimostrata da O. A. Ladyzhenskaya e V. A. Solonnikov
in [4] e da A.V. Kajikov in [2] nel caso bidimensionale. In questi lavori la
densitd ¢ viene considerata strettamente positiva. Un teorema di esistenza
del sistema (1) con densitd 0<p<pf & stato dimostrato da J. Simon in [7].
Inoltre in [6] sono state studiate disequazioni variazionali connesse al siste-
ma (1) con 0<o<p.

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Politecnico, Via Bonardi 9, 20133 Milano,
Ttaly.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.A.F.A. (C.N.R.). — Ricevuto: 21-X-1981.
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In questa nota si dimostra l'esistenza di una soluzione periodica del si-
stema (1) con densita strettamente positiva.

In 2 si da il quadro funzionale e si formula il problema.

In 3 si dimostra 1'esistenza di una soluzione periodica di un sistema di
equazioni ausiliarie.

In 4 si dimostra Pesistenza di una soluzione periodica del sistema (1).

2 - Formulazione del problema

Sia 2 un insieme aperto limitato di R® con contorno I. Nel cilindro
Q@ = 02x(0,T), T< oo si considera il sistema di equazioni per wu(f) == {u(t),
1<i<3} e p (la velocith e la densitd) e per p (la pressione)

o

cu(t)

(2.1) o= + (w(t) V((®) — pdu®) = of — Vp ,
(2.2) diva(t) =0, (2.3) %ﬁi + (u(?)- Vo) =0,
con le condizioni iniziali

(2.4) u(w, 0) = uo(x), (2.8)  o(®, 0) = g(w) ,

¢ le condizioni al contorno

(2.6) u{r,t) =0 su X, 2=1I"%x{(0,T).

In (2.1) si & posto (w(?)- V(u(t)) = u;(2)(3/ox;)u(t), (si usa la convenzione
della somma rispetto agli indici ripetuti). Si considera il sistema (2.1) in una
forma equivalente, ovvero se si moltiplica (2.3) per u(?) ed il risultato viene
sommato a (2.1), si ottiene

C%(Qu(t)) + o(u(t) V)u 4 wt)(u)-V)o — udu(t) = o f— Vp ,
cioé
(2.7) "0% (ou(t)) + é-;—] (wsou(t)) —udu(t) = o f—Vp.
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Si introducono i seguenti classiei spazi funzionali ¥ "= {v|v € (2(2))?3,
div v=0}, V= {chiuswra in (H!(Q))* di ¥}, H= {chiusura in (L*(2))*di 77},
ove Z(Q) = C7(Q) e HYQ) spazio di Sobolev di ordine uno su L£).

Si pone ((u,v) :Qf(aaai/am,.)(avf/ax,.) dw, |u| = (u, u), a(u,v)=u(u,v)),

(w,v) = [ww,de, |u|= (u, u). Si considera, inoltre
0

O = {vjvel0,T;V); %—?EIR(O, T L¥5(2)); f—v e L=(0, T'; I3/*(2))} .

ox;

Moltiplichiamo (2.7) per v € @, integriamo su @ ed otteniamo

~

(2.8) — T{(9u<t>, TN — T us(t) o uslt) = dw + a(u, v) — (o f, v)} At
ot ow;

L] J

= (0otto, ©(0)) — (o(T) (1), v(T)),

(dal teorema di immersione di Sobolev si ha Vc(L8(£))?, cosi usou, € L1(0, I';
L3(R2)) ed il secondo integrale in (2.8) ha senso se dv/oz; € L=(0, T; L¥*(Q))).

Diamo, ora, la definizione di soluzione debole. {u, g} & soluzione debole
del sistema (2.1), (2.2), (2.3) se verifica (2.8), (2.5), (2.6) e e l¥0,1; V),
0 € I2(Q). Si osserva che se ue L0, T; V), o€ L™(Q), allora

aiv (ou) € L2(0, T'; HX(Q)), H(Q) = duale di Hy(Q),

cosi se & verificata la (2.3), allora dp/dt € L*(0, T'; H-(f)) e la (2.5) ha senso.

Infine, se z & una soluzione debole della (2.8) appartiene a L=(0, T'; H) e
si ha w, € L,(0, T; L3(Q)); ne consegue gu.u € L2(0, T; (L¥*(2))%) e d(ou)/ot
e L2(0, T'; V-9) (¢ > 0 abbastanza grande per cui si pud definire (ou)—, € si ha
(ou)o = @olto). 11 risultato principale del lavoro consiste nella determinazione
di una soluzione debole del problema tale che {u,, g} = {u(1), o(T)}, ovvero
si dimostra il seguente

Teoremsa 2.1. Sia
fel0,T; H) (periodica di periodo T < oo), g€ L=(2), 0<a<g<f<1.
Allora esiste almeno una soluzione debole {u, o} tale che

ue L0, T; V)NL20, T3 H); 0€L=Q), {00 = {u(T),0(T)}.
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Per dimostrare il Teorema 2.1 si studia un sistema ausiliario e si dimostra
in 4 il Teorema 2.1.

3 - Sistema ausiliario

Si considera una famiglia di approssimazioni interne V,,c V. Si assume
che V,, ¢ un sottospazio di V di dimensione m, Yv eV esiste una successione
v, € V,, tale che v,, — v in V come m — oo; tutte le componenti di v in V,, sono
funzioni sufficientemente regolari.

Si indica con P, Voperatore di proiezione definito in 7 e a valore in Vo
e con W lo spazio delle funzioni y € H*(2) per cui dy/én|r = 0 (n = normale
esterna ad Q).

Si considera il seguente sistema

ou™ 1
(3.1) o™ ot -+ (Q"IPm um1. V) u’"——y,Au'" = Q"’f — 5.;;7_/ AQm um,
) P 5
agm 1 ‘
(3-2) g T (Buun™V)gr = — JAgm,  divur=0,

(m>1, u® & una funzione assegnata di V) con le condizioni iniziali
(3.3)  wr(z, 0) = uy, (3.4)  o"(®0) =gy,
¢ le condizioni al contorno

u(z,t) =0 su X 2=1x%(0,T).

7

Le funzioni u™, o™ sono una soluzione debole del problema (3.1), (3.2), (3.3),
(3.4) se
(&) wrel=0,T;H)YNL0,1;7),
e Le(0, T'; HY(Q)) N L0, T; W) N HY 0, T; L(2)) N L=(Q) ,
{(b) Pequazione (3.2) & soddisfatta quasi-ovunque in @,
(c) la seguente identitd integrale vale per ogni v e L2(0, T; V)
r agmum

(35) J-{( Frang ’U) —]— ((Qum um-—l’ (um. V)‘U) + a(um’ ’U) - (me‘, ’U)

[

1
+ 5 (do™um, v)} di=0.
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Teorema 3.1. Sia fe L0, T; H)‘ (pericdica. di periodo T), ujeH,
or e HY(R), 0 <a<oil<f<l. Allora esiste una ed una sola soluzione debole
del problema (3.1), (3.2), (3.3), (3.4) tale che

a Q myggm

ue(C0,T; H), 7

e L0, T; V') (Y), wut=uw™T), of=0™T).

Con procedimenti standard (cfr. [3]) si mostra che esiste una soluzione g™
dell’equazione (3.2) tale che, per ogni m,

Pdt< O, .

2 v 1 7
pa<t,  sw forlmt 2 Tlo
o<t m g

ESES

1 T
O<o€<9m<ﬂ’ il f ”gm
m g

Inoltre dalla teoria della regolarita per l'equazione del calore e dalla re-
lazione

I Vo || say< | do™ |2 o™ N
si ha che
a m
Ag?n e L‘l(Q)’ —é%— c Lh(Q) .

Dimostriamo, ora, ’esistenza di una soluzione del sistema (3.5). Si usa il
metodo di Faedo-Galerkin. Sia w,, w,, w,... w,,... una base di V data da
(w;, v)) = A;(w;, v) Yo e V, e si considera il seguente problema di Cauchy

m au::l m m— au:‘n’k m
(3.6) (o™ =5 i) +,£9 (Prumt); 5. w; A 4 a(uy, w;)
1 .
— (o"f, w;)+ o (domuwm, w;) =0 (j=1,2,3,..n),

n
. L o . e N "
con le condizioni iniziali u*(z, 0) = uj., (si osserva che in (3.6) ul= 3, g’ () w;).
1
Dalla teoria delle equazioni differenziali ordinarie si ottiene un numero

0 <i"<T e funzioni ¢ (f) assolutamente continue su (0,?]) che soddisfano

nj

(3.6) per quasi ogni e (0, 7).

(1) V'= duale di V.
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Mediante stime a priori standard si mostra che u? esiste in tutto (0, 7).
A tale proposito, moltiplichiamo (3.6) per g({) e sommiamo su j da 1 a =,
si ha

1 ¢ m n e au;" m
(3.7) 5 !_E @ é%(url)2(1$ +!:!‘Q (Pm u 1)1('—:«;“) ﬂ]da?

1
+ a(uy, W) — (onf; uy) + 5 (domul, wi) =0

(con (u2)? si indica ul-u)).

Moltiplichiamo per (u])2/2 I’equazione (3.2) ed integriamo rispetto ad w,
s1 ottiene

Pm ur 1)1

BQ’" m 2
[ = (uy)2da —{— 3 f 2

o ot

Lo |

w2 g 1 mf g™ SR
(3'8) ( 7;)2(197"‘2‘7”!3[-40 (un)2dfl’ =0.

Sommando (3.7) e (3.8) si ottiene

L»H-—‘
Q)]o_:

5". ( 7" )‘11} + a( ll ’ :1 j; ’ll

da cui si deduce che

(3.9) ul appartiene ad un insieme limitato di L2(0, T'; V) N L=(0, T; H) in-
dipendente da m, n,

(3.10) (9/dt)(o™u,) appartiene ad un insieme limitato di L*(0, 7'; V') indi-
dipendente da n ma dipendente da m.

Dalle (3.9), (3.10) si ottiene

(3.11) limu;= u nella topologia debole,
n~> 220, 7;7)

(3.12) lim ul = wu™ nella topologia debole *,
n—>w L%R(0,7;H)

~

(3.13) lim = (o™ u) =

~ -
n—>o ct

¢
o

L30,7;v")

(o™ u™) nella topologia debole,

Con procedimenti standard si mostra che u™ & soluzione della (3.5), ¢ unica
e verifica (3.3). Mostriamo che u™ e C(0, T'; H). Procedendo nello stesso modo
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come in [6] si ottiene che w™ verifica la relazione

t bt o

n Ov m m m— I)i m S n mn
(3.14) (3[{(@ E —u +£ mu 1 .-O—.”U,-(v—-u )ida"{’a'(u yV—u )

1 1
— (me’ U — um) + ;)_,’72: (AQ"’U, v — um) + ,;ﬁ (AQ'm um, v — um)} dat
1 —
> ;_ [ '\/Qm (t)(um(t) '——'U ) —_—— \ »\/D (um ,U(O)Iz

per quasi ogni £ (0, ) e Yve L0, T'; V) tale che v/t e L2(Q).

Sia, ora, uj soluzione dell’equazione

"
¢

m mo_. m . m

nézu,,—{—u,,—u"‘, up(0) = uy

e ponendo nella (3.14) v = uy si ha

t oum™
um I 2 ¢ + J‘{ J'Qm(Pm um—l)j aTm (u’m um) da + a(u'm u” — um)
0 2

ALy

g
_____7]6“ '\/Qm_

ot

1 1
—_ (Qm , u7;l um) _+_ ,9_”_71 (Agm um, u‘;;? — um) _{,_ ;i (Agmu;'?", u:]"___ um)}

1
>3 | Vo (t) (u(t) — un(1)) |
cioé
m 2 : Gu:;; m
(3.15) [up () — wm@®)|2<e [{ Jo™(Pnum); = (uy — u"),dw
0 2 " o,

+ a(u, uz‘ - um) — (Qm ) u:;' — um) + (Aom(um — uﬂ , ll'7 — um)} dt

‘),)

II secondo membro della (3.15) tende a zero per # —» 0 uniformemente rispetto
a ¢ per cui um(t) & continua da (0, T) in H. )

Mostriamo, ora, che esiste una soluzione della (3.5) tale che 1 (0) = u(T).
Supponiamo che g”"() sia tale che g, = o™(1). Si considera lapplicazione
S:vom u® —+/pm u™(T). Mostriamo che § & continua in & e trasforma oppor-
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tuni insiemi limitati di @ in s¢ (G = {wlve(L}(Q)* v =Vor u,ucV, =
spazio generato da wy, w, ... w,}). Per la continuitd di S basta considerare
due soluzioni u'= z,- gn;(t)w; e u’" > Gus(t)yw; della (3.6) corrispondenti a

valori iniziali u]} e uﬂo, dalla (3.6) si ottiene

) - "
(3.16) (9‘"‘—a—t(u’"——u )+fom ) () — 1)y~ da

1

m 1"
S (do™(uy — ul), w;) = 0.

+ a(uy 219 w;) 4

Moltiplichiamo (3.16) per g.;(f) — §.;(), sommiamo su j da 1 a » e si ottiene

1 . 0 ~ ~ 0 ~
(3.17) 5o T (1 — uy )2 da + [om(Puum), (u) — uy), oy (up — 1) de
Z 0o Q x;
) ~ 1 ~
A a{ul—ur, u?—ul) + S (do™(uy — ), uy — wy) = 0.

Moltiplichiamo (3.2) per (u) — ?z,’l")ﬁ/2 ed integriamo su @, sommiamo il risul-
tato alla (3.17), cosl si ottiene

[V (u(T) — w(T))| < C1v/ op(uy(0) — u(0)) ],
e la continuitd di § ¢ dimostrata.

Mostriamo che S trasforma una sfera B, di centro 'origine e raggio R (op-
portuno) in sé. Si considera l’equazione

oul ouy.
(3.18) (o™ “gf, u;’) Qf oM (Pt )5y ?mm dz 4 a(uy, uy)
i
+ 5 (domuy, wi) — (omf, uy) =0

2m

con il solito procedimento si ha

(S

f Qm( u” 2da, +

J' m 2d’0<})0]f|2
fe) n s

& e

[

da cul

{ o™ TY(w (1)) dw<e o [om(uy,)2de + Gflf] tdt,
2 2 0
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2dtfl — e~°" si ottiene che § trasforma

T
Seelto R in modo tale che R>C.f|f
]

la sfera di centro ’origine e raggio R in sé; da cid consegue che esiste un
V oy un tale che Vo ult = /o7 u?(T) ed indicheremo con u” la soluzione
della (3.6) corrispondente a tale uj .

Ora, con wun procedimento analogo, si dimostra che py = ¢™(7). In

seguito sceglieremo R in modo tale che |Voi'|2<e.m?.

4 - Dimostrazione del Teorema (2.1)

Dapprima osserviamo che, usando lo stesso procedimento seguito in [5] o
in [6] si ottiene che

T—h

(4.1) [lun(t + by — un(t)|2dt<ch VA >0,
0

ove ¢ ed h sono indipendenti da m ed um & soluzione della (3.5).

Allora dalle (3.9) e (4.1) si ha che u™ appartiene ad un insieme relativa-
mente compatto di L#(0, T'; (L¢(2))%); p €2, o), ¢ €[2,6), 1/p -+ 3/2¢ > 3/4.
Dalle (3.9) e (4.1) (dato che per P,um! valgono le stesse stime di um-) si de-
duce che

(4.2) limwum= u nella topologia debole ,
m—»co L¥o,r; V)

(4.3) lim P,uml= u nella topologia debole,
m—> o (0, T; V)

(4.4) limur= u nella topologia debole *,
m—> o 19%(0,7; o)

(4.5) limur= u nella topologia forte,
m—reo 27(0,7; (29(02))*)

(4.6) lim Poun1= u nella topologia forte,
m—>o (0,75 (22()*)

(4.7) lim g™ = o nella topologia debole *,

m—>®  L9(Q)
Dalle (4.6) e (4.7) ne consegue che

lim (P, u™1),0m = u,0 nella topologia debole .

m—> (0, 7; (£9(2))%)

17



250 R. SALVI [10]
Considerando la (3.2) nella forma

op™ 0 1
bl — m—1pmy __. M —
ot + ow; (P u=™) fmAQ 0,

T
dato che 1/m [|Vo™|jxqdi<C;, si ha
0

T
lim 7171 f(de™ pydt =0 VYeelL0,T; H(D)),
M—>r 0 0
e si ottiene che
. do™ ap .
(4.8) lim 7 = P nella topologia debole .

2*0,7; 17X (R2))

L’equazione (3.2) da al limite
% we) =0
[2] a(E,- uiQ - ?

e dalle (4.7) e (4.8) segue che, in particolare, p™(x, 0) — o(x, 0) in H-1(£) de-
bolmente, percid p(z, 0) = g,(x).

Resta da mostrare che um soddisfa (2.8) per ogni » € @. Ripetendo lo stesso
procedimento seguito in [5] si ottiene che u™ soddisfa (2.8). Ceosi & dimostrato
il teorema.
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Sunto

Si dimostra Vesistenza di una soluzione periodica del sistema di equazioni dei fluidi
viscosi incomprimibili non omogenei nel caso tridimensionale.






