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R. RoscaA (%)

Sous variété générique d’une variété sasakienne

a champ vectoriel anti-invariant ¢ - récurrent (**)

Soit @: M — M(¢, 7, §, £) immersion d’une sous variété géndrique (dans le
sens de K. Yano et M. Kon [5],) dans une variété sasakienne M avant pour
tenseurs de structure ¢,7,§ et £ Si Z € T,(M) est un champ tangent quel-
conque a M (T,(M): espace tangent & I en p € M), on pose [5], $Z = PZ + FZ
olt PZ est la partie tangentielle et FZ la partie normale de ¢Z. D’autre part
pour tout couple Z, Z’' de vecteurs tangents & M on a équation de Gauss
V.2 =V, 7'+ B(Z,Z') ot B est la seconde forme fondamentale de M. Si B
est de la forme

(@) B(Z,2')=n(2)B(Z', &) + n(Z')B(X, §),

la sous variété M est par définition [5], totalement contact-géodésique. Dans cet
ouvrage nous supposerons que I est de dimension 2m -+ 1 et la sous-variété M
de codimension 2 (si dim M =a + 1 = n = 2m — 2). Une parecille sous va-
riété M est munie avec deux distribution.

L'une notée par D (distribution horizontale) est invarianie par ¢, soit
¢D c T(M) et autre notée par Dt (distribution werticale) est anti-invariante
par ¢, soit ¢D+c T(M)*.

Cette propriété fait que conformément & la définition de A. Bejancu [1]
on peut considérer la sous-variété générique M comme étant une CR-sous
variété. Conformément aux notations de [5],, on peut aussi écrire

D=%; ZLy={ZeT,(M):FZ=0} VZeT,(M);
D= T,={ZeT,(M):PZ=0 et y(Z)=0}.

(*) Indirizzo: 59 Avenue Emile Zola, Bat. A apt. 9, Paris 15¢me, France. (Dept.
of Math., Institute of Tecnology, 323 High Street, Newark, New Jersey 07102, USA).
(**) Ricevuto: 6-V-1981,
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Dans ces conditions nous disons que M porte un champ vectoriel X anti-
invariant ¢-récurrent, si X € ®T,(M)* = D, satisfait &
(i) VXI=a®¢X waecAYM);

(ii) les conditions de récurrence dans 'espace D@ T(M)*- sont satis-
faites quel que soit X.

La variété M posséde alors les propriétés suivantes:

(i) M est totalement contact géodésique;

(ii) le champ X est une direction géodésique et est un champ de Killing;

(iii) M est feuilletée par des hypersurfaces orthogonales & X ;

(iv) la 2-forme simple unitaire qui correspond & la distribution D est
harmonique et les sous-variétés intégrales correspondantes sont totalement
géodésiques;

(v) la distribution D = &£ est elle aussi involutive.

1 — Soit J7 une variété sasakienne & 2m -+ 1 dimensions, avee les tenseurs
de structures (@, &, 7, §). Ces tenseurs de structure satisfont sur M & [5]

{4

$2Z=—7+i0E, ¢E=0, & =1, Pl =0,
(1.1)
§9Z, $2'y = §(2, 2') — A Z)H(Z) N, Z'eT (),

(T(J1): espace tangent & I en §e ).

Soit O(J) le fibré des repéres orthonormés sur 3, et notons respectivement
par {e, = 4, B=1,...,2m + 1} une base vectorielle d’un élément ¢ e O(H)
et par {@*} la base duale. Si V est Popérateur de dérivation covariante sur I
et &t = §4,@° les formes de connexion sur O(J), alors on a les équations
de structure (E. Cartan) sont

(1.2) dP = 4R 04 (forme de soudure),

(1.3) Ve, = 62 ® ep (équations de la connexion),

(1.4) Aot = PR @; (premier groupe d’équations de structure),
(1.5) dit = dIAGLE 4 G4 (second groupe d’équations de structure),

ou 02 représentent les 2-formes de courbure.
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On sait [5], qu’'on peut choisiv sur 7 un champ local @, tel que {es}
= 2 . :
= {eymyr = &, €, 6. =De,; o =1,..,m; ¢* =a + m} ce qui entraine

~omtbl o ~a o ¥ p¥ o gk o ~a
(1.6) B = 47, Wy = Dyx Wy = By, O = Dg ;) B = — Dgpyy -

Soit@: M~ I I'immersion d’une sous-variété M de dimension # -- 1 dans I
(nous conviendrons de noter les éléments induits par z, en omettant ~).

Par définition [5], M est dénommée une sous-variété générique de I si
¢To( M)+ c T,(M) pour tout point p € M et si & est tangent & M. Dans ce cas
Pespace tangent 7,(M) de M se décompose en

(1.7) T,(M) = H,(M)D ¢ T,()*.
Supposons que ’on a n = 2m — 2 (codimension M = 2) et que M est définie par

(1.8) w2 = ( , w1 = (.

Dans ce cas ¢T,(M)* est de dimension 2 et est définie par les vecteurs e,,, ¢,_;.
Conformément & la définition donnée dans [1), il importe de remarquer que
M est une OR sous-variété. En effet on a ¢H,(M)c T(M) et PPTH(M))*
C T)(M)* ce qui montre que H,(M) est une distribution horizontale D, (done
invariante) et ¢T,,(M)* est une distribution verticale D;L (done anti-invariante).

Si V et V sont les opérateurs de dérivation covariante respectivement sur
I et M, alors 1’équation

(1.9) V:2'=V,Z'+ B(Z, Z')

pour tout champs de vecteurs Z et Z’ est 1’équation de Gauss et B est appelée
la seconde forme fondamentale de M. Sil'on a

(1.10) B(Z, Z') = n(Z)B(Z'\¢) + 9(Z')B(Z, §) ,
alors on dit [5], que M est totalement contact géodésique.
Enfin pour tout champ des vecteurs sur M, on peut éecrire
(1.11) ¢Z = PZ + FZ,
ou PZ est la partie tangentielle et F'Z est la partie normale de ¢Z,

2 - Déf. Nous disons qu'un champ vectoriel X €¢Z,(M)*= D7} est
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anti-invariant p-récurrent si il satisfait a

(1) VX=a®@PX aecdy(M),
(ii) les conditions de récurrence dans l’espace D, T,(M)* sont satis-
faites quel que soit X.

Dans ces conditions si nous posons

(2.1) X = tm._lcm_l + tmem ; t1n-—17 tm € Gw(BI) H
il vient
(2.2) ¢X = tm...162m_1 + tmezm € 1127(1-Ik[)-L 3

de (i) on déduit

dtm_l - tmwm = 0 ]

m—1"

(2.3)
dtm + tm—l C()::__l == 0 2

et les conditions de récurrence dans ’espace D,@® T,(M)*, soit

tm_l Cofm-l + tmw?m = 0 b

(2.4)

129 wf:b‘l + tmwg;n =0 y
et

tm_lw,znm_._ll + tmw?nm—l = 1 3
(2.5)

2m 2m __
tm—l wm"‘l + tmwmm — tm()C .

Dans (2.4) les indices i et i* = i + m correspondent & la distribution hori-
zontale H,(M) = D. En faisant usage de (1.4) et compte tenu de (2.4) et (2.5)
la différentiation extérieure des équations (1.8) donne aprés calculs

(2.6) we="7.
D’autre part conformément & (ii) on déduit
(2.7) w1t =0, oF'=0, o"=0, o =0.

Les équations (2.6) et (2.7) permettent de voir que sur une variété M portant
un champ vectoriel X satisfaisant & (i) et (ii), équation (1.10) est satisfaite.
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I1 est facile de voir que réciproquement si sur une sous-variété générique M
de codimension 2, les équations (2.7) et (2.8) sont satisfaites, alors M est tota-
lement contact géodésique. On a donc le

Théoréme. Soit w: M — M Vimmersion dune sous-varidté générique de
codimension deux dans une variété sasakienne de dimension 2m -+ 1.

8i M porte un champ vectoriel anti-invariant ¢-récurrent, alors la variété M
est totalement contact géodésique.

3 — De (2.1), (2.6) et (2.3) on déduit aussitdt

(3.1) ViX=0, |X

[ — te
= (%,

ce qui exprime que X est une direction géodésique.
En outre si Z, Z'e T,(M) sont deux champs vectoriels quelcongues il ré-
sulte encore de (2.1)

(3.2) VX, 2+ (Y, X, 25 =0,

ce qui prouve d’une maniére intrinséque que X est un champ de Killing. Cette
propriété est d’ailleurs en accord, en vertu d’une proposition connue [4], avec
les conditions (3.1). D’autre part si § est 'isomorphisme canonique défini par
la métrique g de M, posons

w=HX) = tp 0"} t,ome A (M).
En faisant usage de (1.9) et compte tenu de (2.3) et (2.7), on obtient
(3.3) ' dw =10,
On peut done dire en vertu de (3.3) que la variété M est feuilletée par des

hypersurfaces orthogonales au champ X.
Soient maintenant les distributions &% et définies respectivement par

(3.4) Ly {ZeT,(M): TZ' = 0}
et
(3.5) T,={ZeTyM): PZ=0 et n(Z) = 0}.

Conformément & (1.11) on voit facilement que L= D et I = D+,
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On sait [1] que la distribution 7 est complétement intégrable et sa variété
intégrale maximale est une variété anti-invariante de 3, qui est orthogonale
a &, et est de dimension 2m —n = 2.

Si nous notons par
(3.6) @ = 0" tAo™

la forme simple qui correspond & 7, on trouve rapidement & I’aide de (1.7)
que l'on a

(3.7) dp=0.

On peut done dire que ¢ est une forme pré-symplectique [3] (Ker ¢ 5= 0) et eu
égard & (2.3) on trouve facilement Lyp = 0. Ainsi X est un automorphisme
infinitésimal de @. Sil'on note avec * ¢, 'adjointe de ¢ par rapport & g, on
voit facilement que * ¢ est la forme simple qui correspond & la distribution %,.
Mais & 'aide de (2.7) et (2.8) on trouve que ’on a quel que soient les champs
vectoriels Z et 2’ sur %,

(3.8) B(PZ, Z') = B(Z, PZ') .

Conformément & [5], cette relation prouve que la distribution %2, est aussi
complément intégrable (elle a pour variétés intégrales des variétés invarian-
tes M,). Un calcul rapide donne d’ailleurs & Daide de (1.7)

(3.9) dsg=0.

Mais les équations (3.7) et (3.9) prouvent que la 2-forme ¢ est harmonique
(dp = (dod +0o0d)p = 0). Il suffit alors de se rapporter au théoréme de
Tachibana {4] sur les formes simples harmoniques, pour conclure que les sous-
variétés anti-invariante M, tangentes & 7, sont minimales. Un caleul simple
permet de voir que les variétés M, sont totalement géodésiques (les variétés
invariantes M, sont comme on sait [5], toujours minimayles).

Enfin de (2.2) et (2.3) on déduit encore
VX = —n@X—0®E; (V,¢X = (V,9)y + ¢ V,X),

et cefte expression de V¢X montre que le vecteur normal ¢X est paralléle
dans le faiscean normal U T (M).
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On trouve en outre que la seconde forme quadratique fondamentale l,.
= —{dp, VgX), associte & ¢X a powr expression I, =27® w, et cette
forme de I;; pourve que ;. est une section géodésique de contact.

Théoréme. Soit x: M — M DVimmersion dune sous-variété M totalement
contact géadésique dans wne variété sasakienne M et X le champ anti-invariant
p-récurrvent qui définit x comme totalement de contact. Alors:

(i) X est une direction géodésique.

(ii) X est un champ de Killing.

(i) B est feuilletée par des hypersurfaces orthogonales & X.

(iv) La 2-forme unitaire simple qui correspond d la distribution anti-
mvariante -, est harmonique et les sous-varidtés imiégrales correspondantes sont
totalement géodésiques.

(v) La distribution invariente 2, est elle aussi involutive.

{(vi) Le champ normal ¢X est paralléle dans le faisceaw normal et est une
section géodésique de contact,
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