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MARIA LUIGIA DIVICCARO (%)

Teoremi di punto fisso comune per famiglie di funzioni,

in insiemi ordinati (*¥)

I scopo di questa nota presentare alcuni teoremi di punto fisso comune
per famig'ie di funzioni di un insieme ordinato (X, <) in s&, nonché alcuni
teoremi di minimo, o di massimo, punto fisso comune per famiglie di funzioni
crescenti di X in se.

Vengono, tra altro, generalizzati un teorema di A. Bakhtin (*) ed un altro
di H. Amann (%), e viene ritrovato un teorema di A, Tarski (3).

1 — In questo numero ¢ nei suceessivi indichiamo con (X, <) un insieme
ordinato.

Si prova il seguente teorema.

(T1). Se I = (fa),e, ¢ una fmmg"lw di funzioni di X in sé per Ia quale &
non wvuoto Vinsieme {x € X:x<fx(x), Yael} (risp., {xeX:a>fu(x), YaelI})
ed X' ¢ una parte non vuota di quest’wswme tale che ogni sua calma Supm 100"~
mente (risp., inferiormente) limitata in X', ¢ si verifica

fHX)CX' Vael,

esiste in X' almeno un punto fisso comune per F.

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Facoltdh di Architettura, Via Monteoliveto 3,
80134 Napoli, Italy.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.A.F.A. (C.N.R.). — Rieevuto: 11-11I-1981.
(*) Cfr. n. 2.
(?) Cfr. n. 3.
() Cfr. n. 4.
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Dim. Consideriamo soltanto il primo easo, il secondo potendo trattarsi
analogamente.

Orbene, per il lemma di Zorn applicato ad X', esiste in tale insieme un
clemento massimale m; poiche m<fa(m) Yo I, 81 ha m = fa(m) Ve I.

Consegue dal teorema (T)) il seguente

(Ty1). Se I = (fa),e; ¢ una famiglie di funzioni di (X, <) in sé ¢ si veri-
fica che
(A1) ogni catena di X ¢ superiormente (risp., inferiormente) limitata,
(bi1) z<fal) Yee X, YaeI (risp.,, a>fale) Yoe X, Yael),

per ogni kg € X esiste in X almeno un punto fisso comune per I e >a, (risp., <a,).

Dim. Riferendoci per comoditd soltanto al primo ecaso ¢ posto S (z,)
= {reX:x,<x}, si prova, mediante Dipotesi (b,,), che fal S (o)) € 8 ()
Vo € I; inoltre, la (a,,) impliea che ogni catena di S, (x,) ¢ superiormente limi-
tata in S, (w,): per questo basta csservare che se € ¢ una catena di S,(z,), si
ha per la (a,,) che e X: z,<e<l YVeeF.

I’asserto eonsegue pertanto dal teorema (T,).

Osserviamo che il teorema (T,,) consente di provare che

(Tr2). Se I = (fa),e, ¢ una famiglia commutative di funzioni di X in sé
per la quale
(21.0) esiste un oy € I tale che per ogni calena € di X tale che f« (€) & una
catena, esiste il sup fa (%) (risp., Vint fx (%)),
(br2) 2<fs(e) Yoe X, Vael (risp., 2>fsx) Yoe X, Yael),

per ogni wye X esiste un punto fisso comune per F e >wy (risp., <a,) (*).

2 — Proviamo anzitutto, in questo numero, che fruendo dei teoremi (T,)
e (T,.,) si ottiene il seguente teorema.

(*) Invero, introdotta in X la nuova relazione d’ordine < cosi definita
ey o<y e [fu (@) <[ ly) s

si prova che la (a, ;) e la (b, ;) del precedente Teorema (T ;) sono soddisfatte da (X,<{)
e da F. Il risultato espresso dal (T, ,) ¢ stato in effetti gid ottenuto da Bakhtin (efr. [2],
dim. del teor. 1).

Va peraltro osservato, e ¢id si deduce dal procedimento di Bakhtin, ¢he nel nostro

Iy

Teorema (T .) lipotesi della commutativiti della famiglia I’ non & essenziale,
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(Ton). Se I = (fa),o; & una famiglia @i funzicni crescenti @i (X, <) in sé
per la guale
(a2.1) per ogni catena € di X non dotata dellestremo supericre (risp., infe-
riore) esiste almeno un o€l per il guale esiste il sup f.(%) {risp., Uinf fal)),
(boa) @<fal@) Vee X, Vael (risp.,, a>fule) Yoe X, Vuel),

per ogni ¥y € X esiste in X il minimo (visp., il massimo) punto Jisso comune
per I e =, (risp., <),

Dim. (!). Consideriamo per brevitd scltanto il primo caso.

Tesistenza di almeno un punto fisse comune per I e >, si ricava dal teo-
rema (T,,), in quanso la (2,.) implica la (a, ). '

Proviame incitre che esiste il minimo punto fisso comune per F e >ua,.

Indicato infatti con Fix (F) insieme dei punti fissi comuni per F' e >y,
e posto Y= {yeX:r,<y<w VoeTFix (F)}, ¢ evidente che Lesistenza del mi-
nimo punto fisso comune per F, che sia >u,, & equivalente all’esistenza in Y
di un punto fisso comune per 7. )

Orbene, allo scopo di usufruire del teorema (T,), csserviamo che & fo(Y)CY
Vo€ I, dato che, in virti della crescenza delle fx, si ha

(my<y <o V;:v’e Fix (1) = (zo<y<faly) <falz) = 2 Vael).

Inoltre, detta % una catena di Y, se % ¢ dotaeta dell’estremo superlorc in X
si ha, per la definizione stessa di estremo superiore, che sup €<z Yo e Fix (P)
se invece % non ¢ dotata dell’estremc superiore in X, esistendo, per la (a,,),
un o€l per il quale esiste il sup f«(%), si ha sup f+(%) <2 Vo e Fix (I, in
quanto, essendo f(%)CY, ¢ falc)<x Va € Fix (I).

In ogni caso, ¥ ¢ superiormente limitata in ¥ .
Per il teorema (7T,) esiste pertanto almeno un punto fisso comune per F'in Y,

T chiaro che il nestro teoremsa (T..1) rappresenta una generalizzazione della
proposizione seguente, dovuta a Bakhtin (efr. [2], dim. del teor. 3).

(Ten). Se F = (fa),., & una famiglia & funzioni crescenti di (X, =) in 8(’

2/

per la quale

(®) Questa dimostrazione mi & stata suggerita dalla dimostrazione di un teorema
di Amann (efr, [1], teor. (1.4) a p. 8) che nel n. 3 di questa nota viene generalizzato.
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(a.0) esiste un op €1 tale che per ogni catena € di X esiste il sup fu (%)
(risp., Vint fx (%)),
(ben) <falx) Yo e X, Yael (risp., x>fs(®) Yo e X, YaeI),

per ogni x, € X esiste il minimo (risp., il massimo) punio fisso comune per I,
che sia >x, (risp., <@).

La indicata generalizzazione & peraltro «reale». Cid viene messo in luce,
ad esempio, dal easo in cui F sia costituita dalle funzioni cosi definite:

x zel0, (1/4)]
(4o + 512 wel1/4,1/2[
1% & gl 4,1/2} —
heoeld, 11— {1 1/2) 2/3 rell/2,2/3]

_Ue B9 wel2s, 1,

 3/8 @ [0, (1/4)[
(2@ -+ 1)/4 well/4,1/2]
> 0,1]—{1/4, 1/2} =
froel0, 11— {1/, 12} x xell)2,2/3]
1 xre]2/3,1].

3 — I ancora un caso particolare del teorema (T,.) il seguente teorems
di punto fisso per una funzione.

(T5.). Se | é una funzione crescente di (X, <) in sé per la quale

(a3.1) per ogni catena € di X non dotata di estremo superiore (risp., infe-
riore), esiste almeno un ne N per il quale esiste il sup f~(¥) (risp., Vinf (%)) (%),
(bs.) 2<f(w) Yee X (risp., 2>f(w) Yz € X),

per ogni x, € X esiste il minimo (risp., il massimo) punio fisso per f che sia
>, (risp., <&,).

Ritengo sia il caso di osservare che da questo teorema (T;,) consegue che

(Ts.). Se f é una funzione crescente di (X, <) in sé per la quale
(8s.2) per ogni catena € di X mon dotate di estremo superiore (risp., infe-
riore) esiste un n € N tale che esiste il sup f+%) (risp., Uinf f4(%)),
(Ds.e) dwpe Xt ay<flay) (’I"L'Sp., xo>f(w0))a

esiste il minimo (risp., il massimo) punto fisso per f, >, (risp., <x,).

(%) N rappresenta I'insieme degli interi positivi, n, ed f* l’iterata n-esima di f.
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Basta, per questo, applicare il teorema (T,,) considerando la restrizione
di f all’insieme (non vuoto) X, = {zre X: ro<x<f(x)} (risp., {reX: vy>a>

>f(x)}).

Si rileva che il teorema (T,,) generalizza un teorema di Amann (efr. [1],
teor. (1.4) a p. 8), che contempla, al posto della (fi,0), ipotesi, pit forte: « ogni
catena, di X ¢ dotata di estremo superiore (risp., inferiore)». Il teorema {T;..)

¢, peraltro, una «reale» generalizzazione del citato teorema di Amann, come
risulta da semplici esempi.

Si rileva infine che pitt generale del teorema (T,,) & il seguente - -

(Tsi5). Se F = (fx),e, & una famiglia commutativa di funzioni crescenti di
(X, <) in sé per la quale
(83.5) per ogni catena € di X non dotata di estremo superiore (risp., infe-
riore) esiste almeno wn o€ 1 per il quale esiste il sup fo(%) (risp., linf fa(% )s
(Do) 2o € Xt @< falwy) Y€ I (risp., o> falz,) Y€1),

esiste il minimo (risp., il massimo) punto fisso >, (risp., <xp).
4 — Dal teorema (T,,) consegue inoltre il

(Ty1). Se (X, <) ¢ un insieme ordinato completo () dotato del minimo, Z,
¢ del massimo, x, ed T = (fa),., ¢ una famiglia di funzioni crescenti di X in
sé per la quale

(ba) @<fal@) Yo e X, Vael (risp., o>fa(z) Yo X, Yael),

Vinsieme dei punti fissi comuni per F ha & come massimo (risp., T come mi-
nimo) ed é alirest dotato del minimo (risp., del massimo).

Dim. A norma del teorema (T,,), insieme dei punti fissi comuni per I
¢ dotato del minimo (risp., del massimo) e d’altro canto Z (risp., T) & ovvia-
mente il massimo (risp., il minimo) dell’insieme dei punti fissi comuni per F.

Dal teorema (T,,) consegue infine il teoremsa seguente che esprime un risul-
tato gid ottenuto da A. Tarski ([3], teor. 2 a pag. 288).

(Tye). Se (X, <) & un insieme ordinato completo dotato del minimo, T, e
del massimo, x, ed F = (fa),., ¢ una famiglia commutativa di funzioni crescenti
di X in se, esistono in X il minimo ed il massimo punto fisso comune per I,

(") Un insieme ordinato (X, <) si dice completo se & soddisfatta la condizione « ogni
parte non vuota di X, superiormente limitata, ha estremo superiore » (0, equivalente-
mente, se «ogni parte non vuota di X, inferiormente limitata, ha estremo inferiore »).
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~Dim. I nmlome Y={yeX:y<faly) Yauel}, che ha evidentemente %
come mmlmo, ¢ dotato zmehe di m%ssuno, in qua,nto, posto §w sup Y, si
ha’ chc Y €Y dal momento che, essendo f.(3)>f(y)>y Yy € ¥, Vae I, risulta
fa(y) > y.
Per provarve. 1"135011)0 b‘l..sm 'vllom., 2 norma del (T,,), provare che fg(1)CY
Vpel. . ,
Oxbene, d&ll‘m creseenm ddle fa e dalla commut%hwta di 7 segue, per
ogm B EI che

foly) <1slfal)) = falfaly))  Vye¥, Yael.

Poiché il teorema’ (T;.) ¢ stato provato da Tarski senza l'uso del lemma
di Zorn o.di proposizioni. equivalenti, ritengo utile fornire qui una nuova dimo-
strazione del teorema (T,.) che, pur essa indipendente dal lemma di Zorn, ¢
nell’ordine di idee di questa nota. A tale scopo, poich¢ abbiamo dedotto il
teorema (T,.,) dal teorema (Tm) senm I'uso del lemma di Zorn, fommmo una
dimostrazione del teorema (TL,_) che prescmd% dal lemma di Z orn.

Orbene, limitandoei al primc ‘caso, ¢i basta osservare che 7 & il massimo
punto fisso comune per I e.che, detto Fix (F) insieme dei punti fissi comuni
per I e posto h = inf Fix (F), la crescenza delle f implica che VYa € Fix ()
fa(h) <falx) = & Ve eI, il che implica fu(h)<h-Vae I, la.qual cosa, insieme
alla (b“), assicura che fo(h) = h Yo eI, ¢ cice che h = min Fix ().

Rllevmmo mﬁne che lm proprlem di commutativita lmposm ad I ¢ essen—
ziale nel feorema (T ) per provare Vesistenza“di almeno un punto ﬁsso co-
mune per I,

Tale «essenzialith » viene banalmente messa in luce, ad esempio, dalla fa-
miglia (non commutativa) F delle funzioni di [0,1] in sé cosi definite

ﬂ@sm“mm=@'@#@;

per ]a, quale & vuoto Uinsieme- dei puntl fissi ecomuni, nonchc dal]m f‘mngln
dellé funzioni- cosi. definite- : :

SURETE LT e e 0 bxr<a < a<l)
frzwe[0,1]—> | + & v :
. @ a<x<l, |
T , [Ta o<z<a
frwel0,1]— ‘
@ a<w<l, i

serla’ quale Tinsieme dei punti fissi comuni & intervallo e, 1]
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Summary

Some common least or greatest fized poind theorems in ordered sets for families of mono-

tonic mappings ave given. Moreover, a theorem of A. Bakhtin and one of H. Amann are
generalized, and a theorem of A. Tarski is obtained again.
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