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LiviA D’Arvzzo (%)

Caratterizzazioni delle successioni di Cauchy

e teoremi di punto unito (*¥)

In questo lavoro si caratterizzano le successioni di Cauchy ¢ si deducono
dalle carafterizzazioni date alcuni teoremi che, relativamente ad uno spazio
metrico (8, d) e ad una applicazione 7 di S in 8, forniscono, una volta prefis-
sati un punto = di S ed una iterata 7* di 7, condizioni sufficienti a che la succes-
sione (z7()),.y converga ad un punto unito di 7=

In particolare, si ritrova un risultato di M. L. Diviecaro che implica un
teorema di punto unito di S. Reich.

1 — Conveniamo di indicare in questo numero e nei successivi con (8, d)
uno spazio metrico.

Allo scopo di dare sinteticamente alcune caratterizzazioni delle successioni
di Cauchy di punti di (8, d), indicata con (v,) ., (*) una successione di punti
di (8, d), consideriamo, con riferimento ad un generico numero reale positivo g,
le seguenti proprieta: '

(a) esistono due numeri reali positivi » ed 7, il primo maggiore di g, il se-
condo minore di e, ed un intero positivo h tali che

A Oy Tprn) <<n  VmyneN: Az, ©,) € Je, 1[;

(b) esistono due numeri reali positivi » ed n, il primo maggiore di e, il se-
condo minotre di &, ed un intero posito h tali che, per ogni coppia (m, n) di interd

(*) Indirizzo: Via Rodolfo Falvo 20, 80127 Napoli, Italy.
(¥*) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.A.F.A. (C.N.R.). — Ricevuto: 10-III-1981,
() Con N denotiamo l'insieme degli interi positivi, ~
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positivi per la quale visulti d(x,, ©,) € le, [, esiste un intero positivo k' minore
o uguale ad b per il quale si ha

d(‘fvm—H'? wn-HL') < UK

(¢) esistono due numeri reali positivi r ed n, il primo maggiore di e, il se-
condo minore di &, ¢ due interi positivi h e k tali che, per ogni coppie (m,n) di
interd positivi maggiori di I per lo quale risulti d(z,., @,) € Je, r[, esiste un intero
positivo k' minore o uguale ad h per il quale si ha o o

d(wmﬂz'? {vn+h') <7.

Sussiste 1la seguente proposizione.

(1.1) Per una successione (x,) ., @i punti di (S, d) sono equivalenti le se-
gquentt condizioni:
(A) la successione (d(a’n,a?nﬁ))“e_,,. ¢ infinitesima ed ogni numero reale
positivo ¢ gode della proprieta (a);
(B) la successione (A(&,, Tyy1)),ey ¢ infinitesima ed ogni nuwmero reale po-
sitivo ¢ gode della proprieta (b);

neN

(C) la successione (dwn, Tut1)),ey ¢ nfinitesima ed ogni numero reale po-
sitivo & gode della proprietd (c);

(D) la successione (A%, Bpia)),ey ¢ infinitesima ed esiste un numero reale
Positivo & tale che ogni numero reale positivo & minore di g, gode della proprieta (¢);

(B) la successione (x,) ¢ di Cauchy.

neN
Dim. Basta dimostrate la seguente catena di implicazioni.
(A) = (B) = (C) = (D) = (B) = (A), ed essendo evidenti le implica-

zioni (A) = (B) = (0) = (D), ¢ sufficiente dimostrare che (D) = (E) e che
(B) = (4). ' ‘

Dimostriamo che (D) = (18).

Supponiamo per assurdo che, nella ipotesi che (D) sia vera, la successione
(24),ex o1 sia di Cauchy: esistono allora un numero reale positivo ¢ minore
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di & e due suecessioni di interi positivi (m,) ., ed (au,) ., tali che

PEN PEN
N my>ny>p e Ay, , T, ) > e Ype N,
1)
lm d(,, ,) = & (%),
D

Jonsiderati allora i numeri r, 9, h e & di cui alla (¢) e relativi al suddetto ¢
ed un intero positivo p >k tale che d(, y &y )< Yp>p, denotiamo, per
ogni p=>7p, con h, un intero positivo minore o uguale ad h per cui risulti
d(mmﬁ,,p, .’I?,,p+,,p)< 7; 81 ha allora, per ogni p>9,

hp—l |

d( My, "n < z d mm +z, 'Tm +z-rl + 77 + z d 2, -1-11 n {>-£+1)

A1 h—1
gz d(a‘m i Lo -—~1-H) + n + z d Tn ) 'Tn %-z»Ll) .
=0

Pagsando quindi al limite per p — + oo si ha, considerando che la suceces-
sion (d(@,, ¥p41)),ey © infinitesima, e<, il che & assurdo.

Dimostriamo ora la implicazione (1) = (A).

Llessere (¢,) ., una successione di Cauchy comporta che V>0 30> 0:
dw,, 2)<<n Vp,q >0, e pertanto anche ¥y >0 30> 0: AXnin, Togr) << 7
Vm,neN e YVhe N: h > 9, ed & quindi evidentemente verificata la (A).

(3) Allo scopo di dimostrare quanto affermato, procediamo come segue (per un
ragionamento analogo cfr. [1], pag. 460): se (,),ey nton & di Cauchy esistono un numero
reale e < g e, per ogni p€ N, due interi y, e n, tali che 1, >n,>p e dz,, Tp,) > &
Posto allora

my=min{meN:m>n, > p,d=,,2,)> &,

ﬂp
risulta evidentemente, per ogni pe N, m,~1>n,>p, (@, @, )< e, ¢ quindi anche

€ < (l(wmp * mnp) < (Z(a;"lp—‘l 2 xm?) + (Z(x s 4 &z ) < d(x"lp"l » wml,) + 6 ’

My Ny

da cui, essendo (d{w,,Zu4y))pey infinitesima ¢ risultando limm,= 4 oo, si ha
lim d(a?,"'»_’ zf.,,p) =& ) o2
4
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Osservazioni. Possiamo rilevare che l’enunciata proprietd (a) & equi-
valente alla seguente
(@) esistono un intero positive h ed una applicazione v @i [0, + oof in
[0, 4+ co] tali che

Hm" p(t)<e ¢ A@ppny Togn) <P(dl@n, @) VYmyneN:a,#a,.

t—>et

Infatti, nella ipotesi che per un numero reale positivo ¢ sia verificata la (a)/,
denotato con » un numero di Jlim” wt), g, esiste un numero reale » maggiore
] wit), e,
. +
di £ tale che e

Pd(2,, 2,))<n  Vm,neN:dw,,z,) e ler[;
risulta conseguentemente

A Zoginy Ty <<n Ym.ne N: d(z,,x,) € e, [,
e pertanto ¢ gode della (a).

Per dimostrare che, viceversa, la (a)’ discende dalla (a), osserviamo che,
indicato per ogni intero positivo % e per ogni numero reale non negativo t,
con X, , 'insieme costituito da 0 e dai numeri d(@,..p, ©,41) tali che Ay, z,;) =1,
e detta y, la funzione definita dall’essere v,(f) = sup X 1,» Der ogni >0, risulta

Tminy Tngn) <Pu(d(@, ) YheN e Vm,nelN,

e, inoltre, se ¢ ¢ un numero reale positivo godente della proprietd (a), esiste
un intero positivo # tale che

lim” p(t) << €.

1—>st

Pud essere ancora utile osservare che nell'implicazione (A) = (E) ¢ essen-
ziale ognuna delle condizioni seguenti:

(a1) la successions (@, @u11)),en & infinitesima;

(a;) ognt mumero reale positivo ¢ gode della proprieta (a).

A tal fine, basta tener presente, da un lato, il caso in cui d & una metrica
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a due valoriy 0 e ¢, e (x,),., € una successione non definitivamente costante (2
e, dall’altro, il caso in cui, nella retta reale, (z,) ., ¢ la serie armonica.

Analoghe osservazioni possono essere fatte relativamente alle implicazioni
(B) = (&), (C) = (E) e (D) = (B).

2 — E utile ricavare dalla proposizione (1.1) la seguente che fornisce una
condizione sufficiente a che la successione (,) ., di punti di (S, d) sia una sue-
cessione di Cauchy.

(2.1) B @i Cauchy ogni successione (@) pen A0 punti di (8, d) per la quale
risulti infinitesima la successione (d(@,, Bp41)),cy €4 esistano tre interi positivi,
hy p € v, tali che

neN

(2) (Z(m7)1+hy mu-i—h) <(x(d(mm; *Tn)) d(mm; ',Bm+y) '+' ﬁ(d(mm; .’l'?")) d(-T,,, m"+,,)

+ (@@, 20)) A2y 2,)  VYmymeN:z,#a,,

con «, f ¢ y applicazioni di [0, + oof in sé per le quali risulii, in corrispondenza
di ogni numero reale positivo &:

(3) l=lm"at)< + oo, I,,=lm"ft)< 4+ oo, I, =lm"yt)<1 (3.

t—et t—>e+ (et

Dim. Osserviamo che in conseguenza delle (3) si ha che, in corrispondenza,
di ogni numero reale positivo ¢, detti I un numero reale maggiore di Le.edil,,
e J un numero reale di Ny 65 1, esiste un numero reale » maggiore di ¢ per il
quale risulta

aty<<l, pEAY<l, pE)t<de Viele, r[.

Indicato con ¢ un numero reale positivo tale che 2’ 4 de<< g, per la

supposta convegenza a 0 di (d(z,, ,4.)),cy esiste un intero positivo % tale che

(®) In tal caso, considerando I’applicazione ¥ definita dall’essere ¥(c) =c =y (0) e
(t) = 0 per ogni numero reale positivo ¢ diverso da ¢, & facile provare. che ogni nu-
mero reale positivo & gode della (a)’ e quindi della equivalente proprietd (a).

(%) Tale teorema sara dimostrato usufruendo della implicazione (C) = (E) (cfr. (1.1)).
Osserviamo esplicitamente che esso continua a sussistere, e cid & evidente qualora si
tenga presente I'implicazione (D) = (E), se si suppone l’esistenza di un numero reale
positivo ¢, tale che la condizione (2) sia verificata per ogni coppia (m, n) di interi posi-
tivi per la quale si abbia d(w,,,) €10, 5[ e con «, 8 e y applicazioni di [0, [ in
[0, -+ oof verificanti le (3) per ogni numero reale positivo & < ¢,

Analoghe osservazioni possono farsi, ovviamente, per i teoremi che si dedur-
ranno da (2.1), .
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per >k e per p = u, v rvisulbi d(x,, 2,4,) << &'; si ha pereid che

d(mm—i—h, mn—%—h) <CZ(CZ(«T'"2, {[7")) d(wm’ 'T'm’%-[l) _\L ﬂ(d(mmy fl’,,)) d(wn} m,,.*.,y)

(A, @) A, 2,) < 216"+ 06 Vm, 0 >kt d(2,, @,) € Je, 7[,

e pertanto ¢ verificata la condizione (C) di (1.1).

Allo scopo di enunciare sinteticamente una ulteriore proposizione che pure
fornisce una condizione sufficiente a che la suecessione (x,),., di punti di (S, d)
sia di Cauchy, consideriamo, qualunque siano applicazione ¢ di [0, + oo in
sé e I’intero positivo p, e con riferimento ad un generico numero reale positivo e,
la seguente proprieta

(d, ) esistono due numeri reali positivi v ed ), il primo maggiore di &, il secondo
minore di &, tali che risulti p(l,)<< 15 per ogni p-upla (i, ..., 1,) di numeri reali
positivi soddisfacenti alle condizioni

e <y ti<(}7(ti—1) per it =2,..,p ().

Indichiamo poi, per ogni intero positivo %, con &, ’insieme delle applica-
zioni ¢ di [0, 4+ oof in s¢ tali che ogni numero reale positivo ¢ gode di una
almeno delle proprieta (d, ), ..., (d,,)-

Cio premesso, usufruendo ancora della (1.1), dimostriamo la seguente pro-
posizione.

(2.2) B 4 Cauchy ogni successione (2,),cy 4% punti di (S, d) per la quale
risulti infinitesima la successione (d(m,,, m,‘ﬂ))”w ed esistano due interi positivi u
e q tali che, per una opportuna applicazione @ di F,, risulti

UZtgy Core) <P(A@my 2a))  Ym,n: 2,522, (8) .

(®) Evidentemente la proprieta (d,,) & equivalente alla seguente lim" g(t) < e.
: . t—>et

Osserviamo inoltre che il numero reale positivo ¢ gode della proprietd (d,, ¢) se esiste
un numero reale » > ¢ tale che ¢(t) < ¢ (risp. (f) < &) Vi€ Je, 2[, e posto w = sup ¢(10, &)
(risp. w = sup (10, £])), risulta o < e.

Invero, nelle ipotesi suddette, se # & un numero di Jw, ¢[, qualunque sia la coppia
(t,,t,) di numeri reali positivi tali che & <&, <, t,<g(t,), risulta ¢{t,)<w < 2. _

(%) Nel caso » = 1, la (2.2) ¢ una immediata conseguenza della (2.1), risultando in
tal caso verificate le ipotesi della (2.1) con « e § funzioni identicamente nulle e y definita

dall’essere () = @(t)/t Vi > 0, e ¢(0) = 0, € con h = q.
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Dim. A norma di (1.1) ¢ sufficiente dimostrare che, se ¢ ¢ un numero reale
positivo, esistono due numeri reali positivi # ed », il primo maggiore di ¢,
il secondo minore di ¢, tali che, per ogni coppia (m,n) di interi positivi per la
quale risulti d(z,,a,) €le, r[, esista un intero positivo h'<ug tale che
d(mmﬂ’? m71+lt') <.

Sia p un infero positivo non maggiore di u tale che & godsa della pro-
prieta (d, ), e siano r ed # i numeri di cui alla (d,,): sia poi (m, n) una coppia
di interi positivi tale che d(w,, x,) € le, [.

Orbene, se p = 1 risulta (@10, Toie) < (A, @,)) < 9.

Sia p > 1. Se risulta d(, ., Tuyig) 21 DEr ¢ =1,..,p—1, poich¢ per
t=1,..,p si ha d@niiy Turig) <P(AUPuitimrry Tutiimpa)), & norma della (d,,)
deve essere (@0, Togpg) < 1.

3 — Indichiamo d’ora in avanti con # un punto di , con 7 una applicazione
di Sin S e con 2, la t-orbita di @ (7), e ricordiamo che, secondo una defini-
zione dovuta a M. L. Divicearo (cfr.[2]), se ¢ & una applicazione di § in S,
la coppia (z, d) si dice o-ammissibile se per la successione (o"(w)), oy SONO equi-
valenti le seguenti proposizioni

(i) (0™(®)),ey ¢ di Cauchy;

;

(i) (6"()),ey converge ad un punto unito di o.

Utilizzeremo in questo numero e nel successivo le proposizioni dimostrate
in 2 per dedurne aleune proposizioni che forniscono condizioni sufficienti
a che la successione (7"(x)),., converga verso un punto unito per una ite-
rata s di 7.

B una immediata conseguenza della proposizione (2.1) la seguente pro-
posizione.

(8.1) La successione (d(7*(w), () oy Sta infinitesima ed esistano quattro
interi positivi s, hy, p ¢ » tali che (z, d) sia T-ammissibile e risulti

d(vH(a), 7(b)) <o da, b)) da, T#(a)) + B(dla, b)) d(b, ="(b)) -+ y(d(a, b)) d(e, b)

Via, b) e Q¢

T,z?

(") Con z-orbita di x si indica I'insieme degli elementi della suecessione (771(2)),cx,

dove ™ &, per ogni intero non negativo m, la iterata m-esima di 7.
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con a, f ¢y applicazioni di [0, + cof in sé verificanti, in corrispendenza di ogni
numero reale positivo, le (3).
Allora la successione (17()),oy converge ad un punto unito di s,

Dim. La successione (7%(x)),, verifica le ipotesi della proposizione (2.1)
e pertanto ¢ di Cauchy; conseguentemente, risultando di Cauchy anche la
successione (v75(x)), oy, quest’ultima converge per la supposta t-ammissibilitd
ad un punto unito di 7, che & anche il limite della successione (T*(x)), ¢y, dal
momento che questa ¢ di Cauchy.

neEN

Corollario della proposizione dimostrata ¢ il seguente risultato di M. L.
Divicearo (efr.[2]), che a sua volta implica un teorema di punto wnito di
S. Reich (efr. teor. 1 di[3]).

(3.2) Risulti (x, d) T-emmissibile ¢

d(t(a), (b)) <o dla, b)) d(a, T(a)) + p(dla, b)) d(b, ©(b)) + y(d(a, b))-d(a, b)
V(d, b)e Q% :ab, con o, f ¢y applicazioni di 10, + cof in [0, 1[ tali che

a(t) + @A) +pyB)<<1 Vi>0, Hm" (at) + p(t) + y(t))<e Ve>0.

t—>et
Allora la successione (T(w)), ., converge ad un punto unito di t (®).
4 — Dalla proposizione (2.2) di 2 ¢ facile dedurre la seguente proposizione.
(4.1) Sia infinitesima lo successione (d(t™{(x), T (@), ., ed esistano due inters

positivi, s ¢ g, €, per un intero positive u, una applicazione ¢ di F, tali che (z, d)
sia vs-ammissibile ¢ risulti

d(re(a), v2(b)) <g(d(a, b))  V(a,b)e 2:,.
Allora la successione (t(2)),y converge ad un punto unito di 7°.

Dim. Osservato che la successione (t*(v)),., ¢ di Cauchy in quanto rela-
tivamente ad essa sono verificate le ipotesi della proposizione (2.2), si ricava

() Invero, nelle ipotesi della (3.2), si pud vedere, con un ragionamento seguito da
Reich in [3] (efr. dim. del teor. 1 di[3]) e ripreso da Divicearo in [2], che la successione
(d(z™(x), 7 (x)), ey © infinitesima.
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Passerto con lo stesso ragionamento seguito per dimostrare la proposizione (3.1).
Dal momento che la coppia (z, d) ¢ sicuramente T*-ammissibile se risulta
(8, d) completo ¢ la restrizione di 7¢ a Qm continua, dalla (4.1) si ricava facil-

mente la seguente proposizione.

(4.2) Sia (8, @) completo ¢ infinitesima la successione (d(v™(@), T4 ), cxs
esistano due interi positivi, s e q, e, per un intero positivo u, una applicazione ¢
di F, tali che risulti continua la restrizione di 7° a !?T e €

d{v*{a), T(b)) <p(d(a, b)) V(a,b)e Q.
Allora la successione (t7(2)), ., converge ad un punto wnito di °,

La proposizione (4.2) implica evidentemente la seguente proposizione.

(4.3) Sia (8, d) completo ¢ infinitesima la successione (d(z™(x), @) s
esistano inoltre un intero positivo s e, per un intero positivo u, una applicazione g
di F, tali che

(4) d(r3(a), T5(b)) <p(d(a, b))  V(a, b) € 2

e ?

€

(5) lim p(t) = 0.

t—=>0

Allora la successione (v7(x)),., converge ad un punto unito di 7°.

Osservazione. Possiamo rilevare che se nella (4.3) sostituiamo alla (5)
Pipotesi piun forte ¢(t)< ¢ V¢ > 0, e inoltre, ferme restando le altre ipotesi,
supponiamo che la disegnaglianza di cui alla (4) sia verificata per ogni cop-
pia (a,b) di punti di 8, il limite della successione (t™(%)),ey é 'unico punto
unito di ¢ ed anche ’unico punto unito di 7. Invero, risultando nelle ipotesi
suddette d(z*(a), (b)) < d(a, b) V(a,b)eS2:as£b, 7¢ ha un unico punto
unito z,; pertanto dall’essere: =%(z(wy)) = 7(v°(x,)) = =(2), si deduce che
@y = 7(#,); d’altro canto, z, & 'unico punto unito di 7, perché ogni altro punto
di 8 che fosse unito per 7 Jo sarebbe anche per 7.
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