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MAURO SASSETTI (%)

Sulla caratterizzazione dei dati non omogenei

in elastodinamica lineare (*%)

Introduzione

In questo lavoro ci proponiamo di studiare il problema dell’elastodinamica
lineare che descrive il moto di un corpo elastico sotto assegnati carichi, variabili
nel tempo, e con assegnate condizioni al contorno ed iniziali.

11 problema, molto classico, solo recentemente ha trovato una soddisfacente
sistemazione dal punto di vista della teoria esistenziale (cfr. Duvaut-Lions [1]).

Tuttavia, & ancora di interesse teorico e applicativo la ricerca delle condi-
zioni di regolaritd sui dati non omogenei del problema atte a garantire certe
proprietd di regolaritd delle soluzioni deboli; il grado di regolarits dei dati
influisce non solo sulla regolarita delle soluzioni ma anche sul modo di dimostrare
il teorema di esistenza. A cid si aggiunge il fatto che & possibile definire in modo
sistematico le condizioni di compatibilitd tra dati iniziali e dati al contorno,
condizioni necessarie a garantire l'esistenza di soluzioni.

Di questo lavoro & uscito un pre-print [3], a cui rimandiamo per le dimostra-
zioni; nella versione che qui si pubblica vengono ripresi e cemmentati i prin-
cipali risultati.

1 - Formulazione classica del problema

Nella teoria lineare dell’elasticitd il tensore degli sforzi T e il tensore della
deformazione linearizzato ¢(u), dove u indiea il vettore degli spostamenti, sono

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica « L. Tonelli», Universitd, via F. Buonar-
roti 2, 56100 Pisa, Italy.
(¥*) Ricevuto: 13-11-1981.
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legati dalla legge

Tz‘j = Qjrs Ers(u) .

Gli a,;,., sono i coefficienti di elasticita costanti e dotati delle seguenti proprieta
di simmetria

Aijrs == Qpsi; = Qjirg
¢ di ellifticita

Wssrg €15 Eps o> UE;; €45 o = ¢ost >0 Vaij .

(Qui, come nel seguito, conveniamo di intendere sommato da 1 a 3 lindice
ripetuto).

Consideriamo il problema di evoluzione nella teoria lineare dell’elasticitd.
Sia £ c R® un aperto limitato di frontiera 0Q sufficientemente regolare, diciamo
pure di classe C®. La formulazione classica del problema &

w =divT 4 f
(1.1) in ¥=0x(0,7)

Tij == Gjrs grs(u) b

dove u(t) indica la funzione » — u(w,t), u'(t) & la derivata parziale 0°u(t)/0t2,
il vettore f = f(t) rappresenta la forza di massa, e (0, T) & un intervallo finito
di tempo. Sia I" una porzione di 98, che non escludiamo ridotta all’insieme
vuoto ¢ oppure estesa a tutto 002; supporremo, perd, I” di misura 2-dimensionale
positiva se I's£@. Ci limiteremo inoltre a considerare I” non variabile nel

tempo. Cio posto, supporremo assegnati su I” gli spostamenti e su 01" = 02 — I
le tensioni

(1.2) u="U su I, Tn=F suCIl,

dove U indica un campo vettoriale su 1" con possibilitd di dipendenza dal tempo,
¢ F indica una densitd superficiale di forze su OT, che pud anche essa dipendere
dal tempo. Aggiungiamo le condizioni all’istante iniziale

(1.3) u(0) =u,, u'0)=u in Q.
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2 - Formulazione debole

Del problema (1.1) con le condizioni (1.2), (1.3) si puo dare, come & noto,
una formulazione debole. Introduciamo & tale scopo alcune notazioni.

Se X ¢ un insieme, X3 indica il prodotto cartesiano di tre copie dell’insieme X.
H»(Q)3 & lo spazio completamento di C»(Q)® rispetto alla norma hilbertiana

fwlw=1( % [ [D*w(@)]>dz)}.

lel<m @

Data una funzione we HY0):, indichiamo con y,w la traccia di w su 802
y Yo ’

generalizzazione della traceia su 002 per funzioni CY(Q)%. Se we HY(L2)% la
traceia yow sta in H¥(00Q)%. Per questo risultato e per la definizione degli spazi
Hs(£), Hs(02) e H*(0, T; X) con se€ R e con X spazio di Hilbert «non conte-
nente i tempi », rimandiamo a Lions-Magenes [2],. Poniamo infine H = L*(2)?
= H(Q)3, H*= HY(Q)* H2= H2(Q)3 Consideriamo ora lo spazio
V=HLQ2)P= {peH:yv=0 su I'}
e osserviamo che V c H, V denso in H con immersione continua, anzi com-
patta non appena 92 ha un minimo di regolaritd. Identificando H al suo duale,
si ha H c V', essendo V' lo spazio duale (forte) di ¥, e I’immersione & continua.
Indichiamo con (, ) sia il prodotto scalare consueto in H che la dualita tra V
e V' compatibile con tale prodotto scalare.
La forma bilineare
(2.1) a’(“} v) = f @isrs Ers(W) €45(0) de
o
continua su V, é simmetrica, cioé
(2.2) ala, v) = a(v, u) Yu,ve ¥V,
e, supponendo verificata la maggiorazione di Xorn, coerciva su V, cioe
(2.3) a(v,v) + Apli>alv|; YoeV,
con >0 e A>0 (1 >0 solo nel caso I" = @; negli altri casi & A= 0) (cfr. [1]).

La formula di Green fornisce

(2.4) a(u,v) = [Bu-wde + [Lu-vdl" YueH?, VveV,
2 ol'
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dove E ¢ Voperatore definito da Fu = — div T ed I & 'operatore frontiera
definito da

: Lu = Tn.

Per ogni funzione

(2.5) veC°(Q):v=U su I,

moltiplichiamo scalarmente ambo i membri dell’equazione Eu - u”=f per
v — w(t). Si ottiene in tal modo '

(2.6) (Bu(t), v —u(t)) + (w'(2), v — w(t)) = (f(8), v — u(t)) .
Integrando per parti e poiché » = u su I, si ottiene

(Bu(t), v — (1)) = (a(u(t), v — u(t)) -G_Llf’(t)('v —u(t))dl.
Dunque, dalla (2.6) si ricava
(2.7) (w"(t), v —w(®) + a(u(t), v — u(1))

= (f(t), v —u(?)) + [ F@)-(v—wu(t)) 4T,
ef

Der ogni funzione v verificante la (2.5); anzi, per chiusura, la (2.7) varrd per
ogni funzione

(2.8) ve? = {weH: yw="Usul}.
Introdotta una funzione
(2.9) Ptyer,

con una facile sostituzione si vede che il problema assume la seguente formu-
lazione debole: trovare una funzione ¢ — u(t) € V tale che

(2.10) (w"(®), v) + a(u(t), v) = (w(t),v) YoeV,
con le condizioni iniziali #(0) = wu,, #'(0) = u,, avendo posto

(2.11) ((1),v) = (H(1),v) + [ Ftyvdl’ — (D"(t), v) — a(D(2), ) .
eIl

Osservazione 2.1. Naturalmente le eventuali soluzioni del pro-
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blema (2.10) non risolvono il problema da cui siamo partiti nel senso classico.
Se perd una soluzione debole & sufficientemente regolare, allora, rimontando
i conti fatti, si trova che essa risolve il problema originario. Osserviamo che,
poiché la forma bilineare a(u,v) & continua su V, le possiamo associare un
operatore Il € #(V, V'), ciot un operatore V — V' lineare ¢ eontinuo, definito
da a(u, v) = (Bu,v) Yu,ve V.

Daltra parte, & ben nota dalla teoria variazionale la possibilita di associare
allo spazio V e alla forma a(u, ) uno spazio N ¢ V e un operatore E:N>H
tali che NV ¢ denso in H (ed anche in V), E & chiuso.

Ee (N, H) se su N si definisce la topologia indotta dalla norma del gra-
fico (pit fine di quella indotta da V), e vale inoltre la relazione a(u, v) = (Bu, v)
YuelN YoeV. ‘

T ovvio che su N gli operatori B, E, T coincidono e si possono identificare
con F; naturalmente, guando la classe su cui definiamo Dloperatore ¢ piu o
meno regolare, sappiamo precisare la natura dell’operatore stesso.

Ci proponiamo quindi di studiare il problema

(2.12) FEu +u' =y su ¥, w(0) = 4y, '(0) = uy in Q.

Nel considerare soluzioni deboli, operatore che interviene ¢ l’operatore E.
Viceversa, introducendo le soluzioni «forfi», risolveremo il problema per
l’operatore F: le soluzioni cosi ottenute risolvono il problema iniziale nel senso
di una uguaglianza tra Eu -+ «” e p in quasi tutti i punti di €. Inoltre le condi-
zioni al bordo sono contenute in parte nell’appartenenza a V, in parte nella for-
mula di Green: se perd la soluzione u & sufficientemente regolare e se pure 052
¢ tale, allora le condizioni al bordo da formali diventano quelle consuete.

Osservazione 2.2. Per dare significato alla (2.8), ciot perché definisca
un insieme non vuoto, occorrerd supporre U e H¥I')®. Supporremo inoltre

F e I2(CT)?* in modo che DPapplicazione v—>[F(t)-v dl’ abbia senso e sia con-
tinua su V. er

3 - Primi risultati esistenziali
TUn primo risultato di esistenza ¢ unicitd di soluzione ¢ dato dal
Teorema 3.1. Sotto le ipotesi faite ¢ se p, u,, u, sono tali che

(3.1) we L0, T; H) = L¥%¥)*, (3.2) eV, wel,
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allora il problema (2.10), con la posizione (2.11), ammetic una ed una soluzione
u(t) dipendente con continuitd dai deii con

(3.3)  weL™0,T;V), (3.4) W' eIL®0,T; H);

Osservazione 3.1. Poich¢ Fe Z(V, V'), da weL®0,T; V) segue
Buel®0,T; V') e quindi "= y—Eue L0, T; V'). Ma allora we co([0, T1; H)
e u' e C°([0, T; V'), e quindi hanno senso wu(0) e 4’(0).

Dim. del Teorema 3.1. La dimostrazione del teorema ¢ classica e puod
essere trovata in [2];; essa viene effettuata in due passi successivi: nella prima
parte si stabilisce una maggiorazione a priori per I’energia, nella seconda si
applica questa maggiorazione per ottenere con il metodo di Faedo-Galerkin
una soluzione, che dipende con continuitd dai dati. L’unicitd della soluzione
viene provata a parte.

Un risultato pitt forte di quello indicato nell’Osservazione 3.1 & contenubo
nel seguente teorema.

Teorema 3.2. Sotto le ipotesi del Teorema 3.1, la soluzione w del problema
¢ tale che uweC[0,TT; V), w' e [0, T]; H), ¢ Vapplicazione {p, o, u,}
— {u, w'} & continua da L0, T; H)XVXH in oo([0, T; V)x C([0, T]; H).

Per una dimostrazione completa di questo teorema rimandiamo ancora a [2]..

11 problema ¢ dunque ricondotto a trovare sui dati f, U e I condizioni di
regolaritd sufficienti a garantire che risulti v e L2(%)s.

Si vede subito che, nel caso di problema con dati al bordo omogenei, si ot-
tiene la condizione

(3.5) feLx%)3.

Quando i dati sono non omogenei, non ¢ possibile trovare condizioni di questa
natura. Infatti, se & presente il termine di Neumann, non si pud trovare una

condizione di regolaritd su ¥ che garantisca la continuitd di v — fB@)vdl”
el
su V con la topologia indotta da H. Nel caso in cui sia non nullo il dato di

Dirichlet, 'ipotesi da fare su U sarebbe quella di avere una sufficiente regolarita,
in modo da garantire I'esistenza di una @(¢) € H? econ LD = 0 su OI; il che,
ad esempio, comporta che debba essere U(t) e H¥*(I')3.

Per risolvere questa difficoltd, o nel secondo caso per trovare ipotesi meno
forti sui dati, possiamo ricorrere al teorema che dimostreremo nel paragrafo
successivo. Questo prova lesistenza e unicitd di soluzione del problema asse-
gnato quando sia we L*(0, T'; V'). Cio stabilito, & facile trovare le condizioni
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sui dati che implichino tale ipotesi. Ferma restando la (3.5), supporremo
(3.6) Felr0,T; L202)%) = L¥X)®,

indicando con X la superficie laterale del cilindro %: X = 802 x (0, T). Inoltre
(8.7) U & restrizione a I'x (0, T) di una U tale che U, U’e L2(0, T'; H¥(0Q)?) .

Sotto Vipotesi (3.3) si puo infatti scegliere @ € L2(0, T'; H*) con " € L0, T; HY).
La wverifica che sotto queste ipotesi ¢ e L2(0,7; V') & ovvia, infatti

[(w(®); o) [ <e{lfOfolvlo + 12O Lipaploly + 12" @ lollole + |9 1]lo]s}

e guindi

Iy <e{lf@ o+ 17 2@y + 12" O]+ 19D}

da cui ’asserto.

4 - Un teorema di esistenza

Un modo di risolvere il problema sopra esposto puod essere quello proposto
da Duvaut-Lions [1], che consiste in un adattamento della dimostrazione del
Teorema 3.1 sotbto perd l'ipotesi v, ' € L0, T; V'). Per ottenere lo stesso
risultato, ma sotto Pipotesi piu debole w e L2(0, 7, V'), ci ricolleghiamo al me-
todo di trasposizione (efr. Lions-Magenes [2],).

Vale il seguente teorema,.

Teorema 4.1. Seype L0, T; V'), us€ H, u, € V', allora il problema (2.12)
ammette une ed una sola soluzione u tale che uw e L0, T; H), ' € L0, T; V'),
u" e L¥0, T'; N'); la soluzione dipende con continuitd dai dati.

Osservazione 4.1. Si pud dimostrare (cfr.[2],) un risultato analogo a
quello del Teorema 3.2: sotto le ipotesi del Teorema 4.1 la soluzione « del pro-
blema ¢ tale che e C%[0, T]; H), »' € C°([0, T1; V'); inoltre I’applicazione
{w, wo, wr} — {u, w'} & continua da L20,T; V)XHXV' a €0, T]; H)
x C%([0, T1; V').

Osservazione 4.2. Nel caso del problema di Neumann (I" = @), i due
teoremi 3.1 e 4.1 forniscono un risultato esistenziale senza stabilire alcuna



54 M. SASSETTI {8]

distinzione tra il caso in eui le forze f(¢) e F(t) costituiscano ad ogni istante un
sistema equilibrato e il caso in cui questo non & verificato, a differenza di quanto
avviene in elastostatica ove la condizione ¢ necessaria per stabilire esistenza
di una soluzione. Ricordiamo che questa condizione si pud serivere nella forma

(4.1) (ft),p)+ [ F@)-pdl'=0 VpeP, Vie(0,T),
an

avendo indicato con P lo spazio degli spostamenti rigidi: P = {p(z): p(x)
= a4 bxax; a,be R,

Vogliamo adesso vedere come si possono interprebare i risultati esistenziali
nei due easi, a seconda, cio¢ se valga o meno la (4.1).

I caso. Supponiamo i dati iniziali abbastanza regolari, diciamo 4y, %
€ H'= V. Allora & possibile precisare la struttura della soluzione nel modo
seguente

(4.2) w(t) = o+ Ty, + w(t),

con w(t)e L P Vi (P = ortogonale di P in H).
Infatti, imponendo a (4.2) di essere soluzione, si ottiene

aty + tuy -+ 10(t), v) + (w'(B), ) = (f(t),2) + [F&)-vdl VoeV.

on

In particolare, dunque, poiché a(u(t),p)=10 YpeP, (w'(t),p)=0 VpeP,
che, unita a w(0) = w'(0) = 0, da DPasserto.

II caso. In questa situazione le forze applicate conferiscono al corpo ela-
sbico un moto rigido cui si sovrappongono delle deformazioni elastiche, I1 moto
risultante rende non piu legittima la linearizzazione delle equazioni. Dunque,
da un punto di vista matematico i risultati esistenziali sono eorretti: quello
che non ¢ pin corretto ¢ il modello matematico da eui siamo partiti. Si dovrebbe
per prima cosa determinare il moto rigido del solido. Cid stabilito, in un riferi-
mento legato al moto cosi determinatio si pud trattare il problema delle defor-
mazioni elastiche, essendo allora legittima la linearizzazione; naturalmente alle
forze f(t) e I'(t) bisognera aggiungere il sistema & costituito dalle forze di tra-
scinamento e da quelle complementari: I'insieme delle forze f(t), I'(t), F (1)
costituisce ad ogni istante un sistema equilibrato. A
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5 - Soluzioni forti

Vogliamo adesso fornire delle condizioni sui dati perché la soluzione tro-
vata sia soluzione forte del problema, cio¢ u e L0, T; H?), u" € L*(%)%. Esa-
mineremo la questione nel caso di problema di Dirichlet o di Neumann; nel
caso di problema misto, lo studio del caso statico fa escludere la possibilitd
di utilizzare il metodo di regolarizzazione hilbertiana per trovare una soluzione
forte; quello che si ottiene & una regolaritd locale nell’intorno dei punti interni
di I"e di CI' (interni rispetto a 80, naturalmente).

Consideriamo il caso omogeneo nei dati al bordo; si ha il seguente risultato.
Teorema 5.1. Se fe HY0, T'; H), woe N ¢ u, € HY, allora la soluzione del
problema di Dirichiet o del problema di Neumann omogenet (soluzione che sappiamo
eststere unica) ¢ soluzione forte ¢ si ha ancora la dipendenza continua dai doti.

Osservazione 5.1. Supponendo ¢ abbastanza regolare, diciamo di
classe C% la condizione u,e N significa u,e H2N H} nel caso del problema
di Dirichlet e wu, € H? con Lu,= 0 nel caso del problema di Neumann.

Per quanto riguarda il caso non omogeneo nei dati al bordo, indichiamo
con B loperatore frontiera che interviene nel problema (B & Poperatore di
Dirichlet o quello di Neumann) e con g il dato al bordo.

Se u,, uy;, g sono assegnati in modo tale che esista una funzione w verificante

Eo +w"'=¢eHY0,T; H),
(5.1)
Bw =g su X, w(0) = 1y, w(0) =1, in Q;

allora, ponendo u — w = %, il problema non omogenco dato & equivalente al
problema omogeneo

BU+ U =f—¢, BUA=0 sul, «0)=x'(0)=0 in Q;

in tal modo ci riconduciamo alla situazione studiata dal Teorema 5.1.

Per quanto riguarda le ipotesi sui dati che assicurino la risolubilitd del pro-
blema (5.1), rimandiamo a [2],. I interessante notare che accanto a condizioni
di regolaritd (che non sono le migliori possibili) si troveranno anche delle rela-
zioni di compatibilita tra i dati.
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Come condizioni di regolaritd imponiamo le seguenti
g e HY0, T; H¥*(22)%) N H¥*(0, T'; L2(22)*) se B & operatore di Dirichlet;
g€ HY0, T; H'*(2Q)%) N H¥*(0, T; L2(02)*) se B & Poperatore di Neumann;
wo € H3(Q)®;  w, e H¥(Q)®.
Otteniamo poi dalle relazioni di eompatibilitd (locali)

Buy(z') = g(¢/,0) o' €0L
se B & operatore di Dirichlet;
Buy(¢') = ¢'(2', 0) @' €08

Buy(z') = g(z', 0) x' €0 se B & Poperatore di Neumann .

L’interpretazione e la giustificazione di queste relazioni sono immediate.

Lo studio del problema in spazi deboli porta ad aggiungere a queste rela-
zioni di compatibilitd altre relazioni di natura non pilt locale come le precedenti,
ma globale,

Osservazione 5.2. Tutti i risultati fin qui ottenuti sfruttano l’ipotesi
che i coefficienti elastici a,;,, si riferiscano ad un corpo elastico omogeneo, siano
cioé delle costanti (oltre, naturalmente, all’ipotesi di simmetria e di ellitticitd).

Una prima generalizzazione immediata ci porta a considerare il caso di corpo
elastico non omogeneo, per il quale i coefficienti a;,, sono funzioni della 2.
I teoremi di esistenza per soluzioni deboli si adattano senza difficoltd suppo-
nendo a,, € L(2). Per quanto riguarda il teorema di esistenza per soluzioni
forti occorrerd fare qualche ipotesi di differenziabilitd sui coefficienti, diciamo
as5s(®) € CHQ).

Una ulteriore generalizzazione riguarda la possibilitd di far dipendere i
coefficienti anche dal tempo: a;,.,= a,.(x,t). Si ottiene allora una famiglia di
forme bilineari

At 1y ) = [@usrelaty 1) ere(w) £15(0) deo
o

continue su V. Fatte le ipotesi di simmmetria e di coercivitd su ¥V uniforme
rispetto al tempo, i teoremi di esistenza per soluzioni deboli si estendono sup-
ponendo la funzione ¢ — a(f; #,v) di classe CY0,T] VYu,veV; Dunicitd si
dimostra come in [2],, nel Teorema 3.1. Per quanto riguarda il Teorema 4.1
e il Teorema 5.1, ipotesi da fare & che la funzione ¢ — a(t; w,v) sia di classe
C0, '] Yu,ve V.
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