Riv., Mat. Univ. Parma (4) 9 (1983), 27-46

F. DAL FABBRO ¢ A. FURIOLI MARTINOLLI (%)

Teoremi di esistenza in grande, nel campo analitico,

per il sistema lineare z, — o~ A(y)e, + B2, y)2 + f(2,y) (*%)

1 - Introduzione

Date due variabili complesse = = @, + iw,, ¥ = ¥, -+ i7,, poniamo:
Ro={z: || <o}, Selyo)=1{: ly—wl<B}, 8, ={y:y<|y—1nl<d},
con0 <, f, d<<+Fo0, y=0.

Consideriamo, per il seguente sistema lineare nel vettore incognito com-
plesso z(x, y) = [z:{x, y)] (i =1, ..., N), il problema di Cauchy

0z 0z
@ =& A(?/) a—LL + B(a'7 y)z + f(my '3/) 3

z(2, §) = p(®) (n>1, intero; ye Q),

nell’ipotesi che la matrice dei coefficienti A(y) = [ay(y)] (4,5 =1, ..., N) sia
analitica in un aperto 2 connesso di ordine di connessione (finito) qualsiasi, la
matrice B(z, y) = [b;(w, y)] e il termine noto f(z, ) = [f:(#, ¥)] siano analitici
in RxXx £2 e infine il dato g(z) = [p,()] sia analitico in Rs.

Partendo dall’osservazione che sulla retta o = 0 gli integrali del sistema (1)
soddisfano un sistema lineare ordinario a coefficienti e termine noto analitici
in Q e quindi sono essi stessi analitici in tutto Q, ci siamo posti il problema di
stabilire se questa proprietd continua ad essere valida nell’intorno di z = 0.

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Facoltd di Ingegneria, Politecnico, P.za
Leonardo da Vinei, 32, 20133 Milano, Italy.
(**¥) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.A.F.A. (C.N.R.). — Ricevuto: 10-I1-1981.
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Abbiamo ottenuto che i sistemi del tipo studiato godono della seguente pro-
prietd: considerata una qualsiasi soluzione, ad ogni aperto limitato ', con 2'c,
¢ possibile associare un intorno di x = 0, R, tale che essa sia analitica in
B gy X 8.

Problemi di questo tipo sono stati studiati in precedenti lavori; in {1), [3]
e [4] ci si limita a considerare coefficienti e termini noti dotati di singolarita
polari e quindi monodromi. Nel presente lavoro, come gid in [2], parlando di
funzioni analitiche si fa riferimento alla definizione di Weierstrass; pertanto
coefficienti e termine noto possono presentare, pilt in generale, singolaritd di
tipo qualsiasi e quindi anche polidromie.

Pissato 7€ 2 e, in corrispondenza, rami monodromi dei coefficienti e del
termine noto, prendiamo in esame la corrispondente soluzione del problema (1)
e ne otteniamo dapprima un teorema di rappresentazione in serie di potenze
di », i cui coefficienti risultano analitici in tutto £2; determiniamo gquindi il
campo di analiticitd di tale soluzione utilizzando il metodo delle funzioni mag-
gioranti di Cauchy e la teoria delle caratteristiche (nel campo analitico). A questo
scopo si costruisce un opportuno problema di Cauchy, maggiorante del pro-
blema (1) in un intorno di (0, 7); integrando il sistema ordinario delle carat-
teristiche si studia il campo di analiticita della soluzione maggiorante e, utiliz-
zando il risultato ottenuto per un numero finito di problemi maggioranti del
tipo precedente, si dimostra che & possibile prolungare analiticamente la solu-
zione del problema (1), Vy € 2, in un opportuno intorno R, X Ss,(¥)-

11 teorema di Heine-Borel permette infine di concludere che, per ogni aperto
Limitato &', con Q' c 2, esiste un numero positivo a(2') tale che la soluzione sia
analitica in R,y % 82"

Se n =1, vale un risultato pit forte nell’ipotesi che i dati ¢,(») siano
trascendenti intere e che la matrice B(z, y) e il termine noto f(z, ¥) siano anali-
tici in B, X 2; in tal caso infatti é possibile prolungare la soluzione in tutio il
campo B, X Q di analiticitd dei coefficienti e del termine noto, come avviene nel
caso dei sistemi lineari ordinari.

Y

Se n > 1, nelle stesse ipotesi, fale prolungamento non é invece possibile in
generale, come mette in luce un semplice esempio di problema di Cauchy del
tipo (1) per un’equazione lineare del primo ordine.

Si studia inoltre il seguente problema di Cauchy, singolare percheé assegnato
sux=20

0% 0z .
5y = AW 5o+ B e+ flmy) (031, intero),

2(0, ) = p(y),
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nelle stesse ipotesi del problema (1) per le matrici A(y), B(z, y) e il vettore
f(z, y). Si ottiene una condizione necessaria per esistenza di soluzioni; se tale
condizione ¢ soddisfatta, si dimostra I'esistenza di infinite soluzioni analitiche
in campi R, ,yx 2, del tipo sopra precisato (e di infinite soluzioni analitiche
in Ryx£,sen=1ed ¢« = -+ co).

Il presente lavoro generalizza risultati precedenti ottenuti da A. Furioli
Martinolli nel caso particolare in cui la matrice B(x, ) non dipenda da @ ed
inoltre si abbia = = 1 ([2]). Tale generalizzazione & stata pessibile per la
scelta di un diverso procedimento dimostrativo. Infatti in [2] si riesce a deter-
minare il campo di analiticitd della soluzione dallo sviluppo in serie di potenze
della soluzione di un opportuno problema maggiorante. Questo procedimento
non permette di ottenere analoghi risultati nel caso del sistema pilt generale.
Nel presente lavoro, costruito un problema maggiorante analogo al precedente,
per superare la difficoltd si utilizza lo studio nel campo complesso del sistema
ordinario delle caratteristiche che permette appunto di determinare il campo
di analiticitd della soluzione.

Ricordiamo infatti che la possibilitd di effettuare il prolungamento analitico
é connessa alla natura delle caratteristiche; tali caratteristiche, diverse a seconda
che sia n = 1 oppure »n > 1, determinano il diverso comportamento della solu-
zione nel caso in cui i dati siano trascendenti intere.

II loro ruolo essenziale giustifica il fatto che il sistema (1) & caratierizzato
dalla particolare forma dei coefficienti delle derivaie parziali, mentre i coefficienti
delle incognite ed il termine noto sono completamente arbitrari.

I rigultati ottenuti sono precisati dai seguenti teoremi.

Teorema 1 (di rappresentazione). Siano verificate le seguenti ipotesi:

(1.1) la matrice A(y) sia analitica in un aperto £ connesso di ordine di con-
nesstone (finito) qualsiasi, la matrice B(wx, y) ¢ il termine noto f{x, y) siano anali-
tict in BaXx £, con a> 0, oppure oo = -+ oo;

(1.2) i dato @(x) sia analitico in Rs.

\

Lo soluzione del problema (1) é allora dotata del seguente sviluppo in
4o
serie di potenze di z: 2(w,y) = D, 2(y)ak, dove i coefficienti z,(y)= (25 ,:(%)]
0
(¢ ==1,..., N) sono analitici in futto 2, in quanio risolvono i seguenti problemi
di Cauchy per equaziont lineari ordinarie (dipendenti da k):
1Y

(3) zzl.(?/) = Zl By(y)z-y) + fly) z2i{Y) = g, 8¢ k=0,1,...,n—1,

0
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k

Zy) = (k—n + 1) A@) 2—wra(¥) + D Bi@)2mr(y) + f(y)

(4) |

2(F) =n, sek=mn,n-|+1,..
(st & posto

Dy
1! oxt

Q>

0, )1, =

F

|t
D

1 d*e,

Bi(y) = [ W1 dar

(0, )1, fuly) = I3, (07,

ja)]

con 4, j=1,..,N; k1=0,1,..).

Teorema 2 (di prolungamento). Nelle stesse ipotesi (1.1) e (1.2) del Teo-
rema 1, sia dato il problema di Cauchy (1).

Per ogni aperto limitato ', con £’ c Q, esiste un numero positivo «(Q') tale
che la soluzione sia analitica (in generale polidroma) in R, oy % 2'.

Osservazione 1. Si osserva che, nelle ipotesi del Teorema 2, non esiste
in generale un numero positivo «(£2) tale che la soluzione sia analitica in tutto
il campo Ruo X 2.

Consideriamo infatti, come semplice esempio, il seguente problema di Cauchy

X

zy:?zam 2w, §) = @(x) (n>1;7+#0),

nellipotesi che il dato @(x) sia analitico in Rs, con « > 0, oppure « = - co.
La soluzione z(x, y) = g(z/[1 + (1 — n)z™* log (y/§)]/»-1) presenta, Vy* nel
piano forato 8, ,(0), y*7=y (per ogni sua fissata determinazione) un punto
singolare in (z% y*), dove w%*= 1/[(n— 1)log (y*/§)]V/>1; risulta inoltre
inf {1/[(n — 1) [log (y/)|]V*=: y € 8,(0)} = 0.

Ne segue che z(x, y) ¢é dotata di singolarita in Ra(so’w(o» X 80,6:(0), comunque st
scelga oc(So’m(O)) > 0; essa soddisfa Penunciato del Teorema 2 (cfr. anche I’Os-
servazione B5).

Il prossimo teorema stabilisece che, nel caso particolare in cui » =1 ed
o = -} oo, & invece possibile prolungare analiticamente la soluzione del pro-
blema (1) in tutto il campo R, x£.

Teorema 3 (di prolungamento). Nel caso n = 1, siano verificate le sequenti
ipotesi:
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(8.1) la matrice A(y) sia analitica in un aperto 2 connesso di ordine di con-
nessione (finito) qualsiasi, la matrice Blwx,y) ¢ il termine noto f(z,y) siano ana-
litici in Ry, X 25

(3.2) il dato @(x) sia analitico in R..

La soluzione del problema (1) é allore analitica (in generale polidroma) in tutto
il campo R, x Q.

Osservazione 2. I opportuno osservare che l'ipotesi @ = - co nell’enumn-
ciato del Teorema 3 non puo essere indebolita in gquanto, nel caso « > 0, non
vale in generale un risultato analogo, come mostra un semplice esempio.

Considerato il problema di Cauchy

m - —
W=, B =9  (F£0),

nell’ipotesi che il dato ¢(z) sia analitico in R, con « > 0, la soluzione z(x, y)
= p(xy/y) & analitica per |axy| < a|¥]|; essa non é pertanio prolungabile anali-
ticamente in tutto il campo RaX S, (0).

Si nota che z(x, y) & invece olomorfa sulla retta singolare y = 0; inoltre,
fissato comunque un disco 83(0), con § > 0, & prolungabile analiticamente in
L X 8p(0), dove a(f) = a|#j|/f. Ne segue che, in generale, per ogni aperto
limitato 2’ (anche contenente y = 0) esiste, in accordo con il Teorema 2, un
numero positivo «(£2') tale che z(z, y) sia analitica in R,y x 2"

Osservazione 3. Se i coefficienti e il termine noto del sistema (1) pre-
sentano nel piano della y una singolaritd in y = 0, dai teoremi 2 e 3 si dedu-
cono, per quanto riguarda il disco forato S,p(0), 1 seguenti corollari.

Corollario 1. Siano verificate le sequenti ipotesi:

(1.1)" la matrice A(y) sia analitica in un disco forato S, 4(0), con f>0,
oppure f = + oo; la matrice Bz, y) ¢ il termine noto f(x,y) siano analitici in
Ro X80 6(0), con «> 0, oppure o = - oo;

(1.2) il dato @(x) sia analitico in R,.

Assegnato il problemn di Cauchy (1), con § € 8, 5(0), la soluzione ¢ prolungabile
m modo da risultare analitica (in generale polidroma) in ogni campo del tipo
R, .5 %8, 4(0), dove y ¢ 0 sono arbitrart, con 0 <y < d<f ealy,§) ¢ un con-
vertente numero positivo che dipende da y e 6.
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Corollario 2. Nel caso n =1, siano verificate le seguenti ipotesi:

(3.1)" la matrice A(y) sia analitica tn un disco forato 8,5(0), con f> 0,
oppure = -+ oo; la matrice Bz, y) e il termine noto f(x, y) siano analitici in
Ry, X 8,,6(0);

(3.2) il dato p(x) sia analitico in R,.
La soluzione del problema (1), con §e€ 8, 4(0), ¢ allora analitica (in generale
polidroma) in tutto il campo R X8, s(0).

Osservazione 4. T opportuno sottolineare che, se n > 1, 4l Teorema 3
¢, di conseguenza, il Corollario 2 non valgono in generale. Il prossimo teorema
fornisce infatti un esempio di problema del tipo (1) (con » > 1) la cui soluzio-
ne, nelle ipotesi del Corollario 2, con § = 4 oo, non & prolungabile analitica-
mente in R, x Q% per nessun aperto Q*C S, .(0).

Teorema 4. Si consideri, per la seguente equazione lineare del primo ordine,
il problema di Cauchy del tipo (1)

0z a" Oz
'a':&:',lj ‘a‘;_‘_b(myy)z_*“ﬂm:?/):
(5) (n > 1, intero; §+0)

2(x, §) = @(x),

nell’ipotest che il coefficiente b(x, y) e il termine noto f(z, y) siano funzioni anali-
tiche Y{(wz,y), con y =0 ed inolire il dato ¢(z) sia una trascendente iniera.

La soluzione del problema (B) presenta delle singolarita in R, X 2%, qualungue
sia Daperto Q2% C 8, ,(0).

Osservazione 5. Nella dimostrazione del Teorema 4 si vede che la solu-
zione del problema (B), Yy* € 8, (0), y*#Y, presenta (per ogni sua fissata de-
terminazione) wn punto singolare (w*,y*), dove x*= 1[[(n — 1) log (y*/F)]*1,
¢ non vi sono altri punil singolari.

Ne segue che, considerati in particolare ¢ dischi Ss(§), con 8 < |¥|, 1a soluzione
& prolungabile analiticamente (in accordo con il Teorema 2) in Rap X Sp(¥),
dove per il raggio

def . 1 ) —_—
«(f) = inf { [(,n —1) |log (%/7) Hl/n—l ) E‘Sﬁ(y)}y

facendo riferimento alla determinazione principale delle funzioni che inter-



[7] TEOREMI DI ESISTENZA IN GRANDE, NEL CAMPO ANALITICO,... 33

vengono, valgono le seguenti limitazioni

1
{(n—1)[(log* ([7] — B)/171)*+ (axesin B[[7])2]He}
1
< B) < T =3y Tog* (1711151 — AT

(Queste disuguaglianze possono essere stabilite in base a semplici considera-
zioni geometriche).

Prese inoltre in esame le corone circolari 8, 4(0), con 0 <<y < 0< -+ oo, la
soluzione & prolungabile analiticamente (in accordo con il Corollario 1) in
B, % 8, 50), dove

. 1
ey, 0) = It e oy i T

9 €8,,500)}

1
[ — D)y, 0) + 7

facendo sempre riferimento alla determinazione principale ed avendo posto
ply, 8) = max {[log* (y/[7])|, [log* (3/|71) [}- B

In generale, considerato wn qualsiasi aperto limitato Q' tale che Q' C 8, (0),
& possibile, in modo analogo, dare una valutazione del raggio «(£2') che definisce,
come prevede il Teorema 2, il campo R,y x Q' di analiticita della soluzione
(in generale polidroma). Basta infatti osservare che ogni aperto Q' del tipo
precisato si pud sempre pensare come contenuto in una corona circolare §, ,(0),
con 0 <y << 4 <<+ co convenienti.

Teorema 5. Nell’ipotesi (1.1) del Teorema 1, sia dato il problema singolare
di Camchy (2). Tale problema non ammette soluzione se il vettore w(y) non sod-
disfa Vequazione lineare ordinaria

(6) ¥'(y) = B0, y)yly) + (0, ) .

Se w(y) é integrale della (6), é possibile assegnare il dato iniziale 2(x, §)=¢(x)
7 € 2, in modo la'rgd'mente (ma non del tutto) arbitrario. St otiengono in corrispon-
denza infinite soluzioni analitiche in campi R g X 2' del tipo precisato nel Teo-
rema 2; se m =1 ed o = - co si ottengono anche infinite soluzioni analitiche
in R,x0.
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2 ~ Dimostrazione del Teorema 1. La soluzione del problema (1),
analitica in base al teorema di Cauchy-Kowalewski in un conveniente intorno
di (0, #), ¢ ivi dotata del seguente sviluppo in serie di potenze: z(w, y)

= 2, 2:(y)@*, dove 2,(¥) = @,. Si ha pertanto

< . 0%
= Zz.- 2 () a® i z; kz (1) x*1
0

oz
(=an i 2 ke (y) gt = Ez (k—n + 1) 2enpi (y)2*) .

o

Osserviamo che in RyxQ si ha f(z,y) zk fely)@*, Bz, y) zk By

quindi, nell'intorno di (0, %) sopra con&demto,

0

E
Bz, y)z = zk zz By(y)2- (y) «*.
0

4]

Sostituendo nel sistema (1) si ottiene allora

+o

o0
Ek z;(y)% Zk k— 1) 2 (y) 2% 4 ZI zz WY) R (y) B4 ZI» f(y) o,

da cui segue (utilizzando il principio di identitd delle serie di potenze) che i
coefficienti 2,(y) risolvono necessariamente i problemi di Cauchy (3) e (4), per
equazioni lineari ordinarie (dipendenti da %). Essi risultano pertanto indivi-
duati; inoltre sono analitici in tutto il campo 2 di analiticitd dei coefficienti
e termini noti delle equazioni lineari ordinarie (3) e (4) (come & immediato veri-
ficare procedendo per induzione).

Dimostrazione del Teorema 2. In base al teorema di Cauchy-
Kowalewski il problema (1) ammette un’unica soluzione analitica in un con-
veniente intorno di (0, 7). Partiamo da questo intorno per effettuare il pro-
lungamento analitico, limitandoci per il momento a ragionare nel campo
Ro < Sp(f), dove § & la distanza di 7 dal contorno 62 di Q.
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Fissati arbitrariamente due numeri positivi o’ << o ¢ ' < B, osserviamo che
al problema (1) & possibile associare il seguente problema maggiorante in
R, X 8g(F):

i} [ ------ _zi‘I‘D I ------
(M) Zy=a" —————— 1 . ..., Z,+ 2
T ==L —zf)) 0

MM,
e aB A= | ;|

dove Z(x,y) = [Zi2,y)] G=1,..,N); M= M(B) e My= M, p') sono

opportune costanti; @(x) & una fun/ione analitica in Ry, maggiorante di tutti
+o

i dati @i(2) (ad esempio, posto g;(z Ek @ity si pud definire Pz) =2, D.a*,
0

con @, = max {|@;]:1=1, ...,N} . Infatti i coefficienti a;;(y), by(z,y) ¢ i
termini noti f,(z,y) sono maggiorati in R, X 8y (¥) rispettivamente da

M8 My B) My B
I—@—nlF’ —@—aF)—af)’ (A== 1 —af)’
con M ,(f'), M e, B), M (o', p') opportune costanti; pertanto posto M=M(B')
= max {M,, 14,5 =1,. N}, M, = M, B') = max {M (o, '), Mo, B'):
i,§ =1, } e deﬁmto My, = My(a', B') = M, )/ M(B'), si ottiene la

forma del problema maggiorante (7).

La soluzione Z(wx,y) di tale problema sard quindi maggiorante della solu-
zione z(x, ) del problema di partenza (1). Ora ¢ immediato verificave che Z(w, ¥),
analitica sempre per il tecrema di Cauchy-Kowalewski in un conveniente in-
torno di (0, %), ha tutte le componenti uguali alla funzione w(z, y) che risolve
il seguente problema di Cauchy (per un’equazione lineare del primo ordine)

" — g NM w NMM, w
() =Ty T T pIF)d —al)
X MMM,
= —9IF )1 —afa)’

(8)a w(z, §) = D) .
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Conviene osservare, in vista di successive considerazioni, che, se in parti-
colare la matrice B(z, y) non dipende da @, e inoltre, se anche il termine noto
f(z, y) non dipende da «, il problema (8) assume, rispettivamente nei due easi,
le seguenti piu semplici forme:

N Nw . MM,
== 7 " 1—@—9p (1= —p/p)1L—af)’

W, = "

(9)

w(w, §) = D(z),

) NM .+ NM w M
== = " 1—w—n/p 1—w—yp’

w, = x

(10)

dove M = M(f') e M,= M,y(«',p’) sono, come sopra, opportune costanti.

Integrando il sistema delle caratteristiche si riesce ad ottenere esplicita-
mente la soluzione w(x,y) dei problemi (9) e (10) nel caso n = 1, del pro-
blema (10) nel caso » > 1 e quindi a determinarne direttamente in questi casi
il campo di analiticitd in R, X 85(§); per quanto riguarda il problema (8) e
il problema (9) nel caso n> 1, si deduce un’espressione integrale di w(z, y)
che permette ancora di studiarne il campo di analiticitd in R, % 83(7).

Infatti il sistema caratteristico associato al problema (8) & il seguente:

i NM N
(11), @) =y =" (),
(11), y't) =—1,

(11) wi(t) = — N_ﬂ[ﬂ;ro =~ Ww(t) — —JII,VO N
s (1 ——PF)1—af) (I—(y —7)/p") (1 — wfa’)

con le condizioni iniziali: #(0) = 7, ¥(0) = 7, w(0) = D(7).
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Ne segue che, nel caso n = 1, la soluzione del problema (8), in forma para-
metrica, ¢ data da (1):

(12), (t, ) = 7 (1 + 57)-'\'318"

(12),  ylh7) =—1+7,

— (1 4 t/ﬁ’)“’ﬂ']ﬂ,u ( ()
(1 -+ gy (o — 7)o

(12), w(t,7)= [“I

t (1 + u/ﬁ’)NMMDﬁ'-l
— M My ; duy .
M dgo of [a/ __ 'L’(l + a“ /ﬂI)NMﬂ ]n19+1 ‘ZL}

Tale soluzione pué anche essere posta nella forma w = w(x, y), osservato che,
esplicitando le prime due delle equazioni (12) rispetto a ¢ e 7, si ha

7 Y—Y _oar
(13) W, y) =§—y, T(x,y) = (1 _*_‘/ﬂ_,'/)—msrﬂ .

In modo analogo, integrando i sistemi caratteristici associati ai pro-
blemi (9) e (10) (aventi in comune con il sistema (11) le prime due equazioni)
con le condizioni iniziali sopra precisate, si ottengono rispettivamente le seguenti
soluzioni

Mye! 10g1 — (r/a’)(l+t/ﬁ')lvmﬁ']

(14) w(t, ) = (1 + 1'57)_‘“”3' [D(7) +

Nt 1— /o ’
[N 11 o
(15) wt7) =1+ FHM [P(0) + 5—5 (1 + B7)wﬁ],

dove t(w, y) e 7(z, y) sono ancora date dalle (13),

Dimostriamo ora che la soluzione w(x, y) di ciascuno dei problemi maggio-
ranti (8), (9) o (10) & analitica, Y < ' fissato, in un intorno R,z % 85(§), con
a(f) < o conveniente.

A tale scopo osserviamo che la funzione w(¢, 7), definita dalle (12),, (14)
e (15), & analitica nel campo {|¢| <p'} x {|v| < o'/2"F}. (Ivi infatti risulta
11(1 + t/ﬂ/)j\wﬂ'l < OC,).

() In questa e nelle successive formule relative alla soluzione del problema (8),
(9) o (10) faceiamo riferimento alla determinazione principale delle funzioni polidrome
che intervengono.
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Tenuto inoltre conto che le funzioniit(z, y) e t(z, y) sono analitiche in tutto
R x84(F), si deduce che la soluzione w(t(x, y), T(x, y)) & analitica nel campo,
contenuto in B, x8s(¥), immagine inversa secondo la trasformazione (13) di
{ltl < B} x{lz]| < o'[2¥}, ciod nel eampo

i

{(@9) € R X 8p@): U, 9) 1< B, 700, 9)| < s
= {(.)c, y): el <oy ly—7| < B, Ifc[<9“m, 14 ¢ /5)’1/ !\vﬁ}

Ne segue che, Vf < p' fissato, esiste in corrispondenza a(f) < o tale che
w(wx, y) sia analitica in R,G X 85(¥); precisamente risulta

(16) 06(5 = inf {K)A"Iﬁ ﬂ +ﬁ?[/) Y lNMﬁ’: Yy ES—E(?;)} = o' ( 5)/3/

Veniamo ora al caso n > 1.

Integrando il sistema (11) con le condizioni iniziali precisate, si ottiene per
la soluzione del problema (8) la seguente forma parametrica

T
[T+ (1 —n)NMp' v+1]log (1 + t/B')]Hn—1"

a7, #,7)=

(17), Yty o) =—1-4 %,

dw

NI !
(17), wlt, v) = (1 + B’;)-‘\”‘ﬁ exp[— N M,z f (14 u/p) o du, T) — T)]
o W\ var-1 __.MT)
{O(7) — My« of (1 + F) ’ o du, T)—7T

do
(1~ o/p") e’ d(v, T) — T)

exp [N M,z j}‘ lau},
0

dove si ¢ usata, per brevita, la notazione

dt, 1) = {1 + (1 — ) NMp' v log (1 -+ 7 )]1/7:—1

e, come abbiamo precedentemente definito, M, = M.
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La soluzione del problema (8) puo anche essere posta nella forma w = w(z, y),
osservato che, esplicitando le prime due delle equazioni (17) rispetto a t e r, si ha

x
= [ ) WA e Tog (1 G F )]

(18) Uz, y)=§—y, (x,¥)

In modo analogo, integrando i sistemi caratteristici associati ai problemi (9)
e (10) (aventi in comune con il sistema (11) le prime due equazioni) con le con-
dizioni iniziali precisate, si ottengono rispettivamente le seguenti soluzioni:

M, M,

(19) w7 = (L4 5 [Be) + FE— 7

1 + /’3 )\Mﬁ'

P A wfpr)NvE -
— MM
MMy Df o du, T) — T du],

. 1 1 .
20) w7 = (4 (9 + =g (O 5y,

dove (=, y) e 7(z,y) sono ancora date dalle (18).

Dimostriamo ora che, come nel caso n = 1, la soluzione w(xz, y) di ciascuno
dei problemi maggioranti (8), (9) o (10) ¢ analitica, VF < B’ fissato, in un intorno
R, 5 X S5(#), con «f (B) < o' conveniente.

Infatti la funzione w(t, ) definita dalle (17),, (19) e (20), VB < £, ¢ analitica
nel campo {|t| < B} x {[7]| < «(f)}, dove

i 1
061(/3) - {1/(“/)”_1_’_ (,n_l)l\T_B/Iﬂl[(IOg* ((ﬂ,_ﬁ)/ﬂ,))2+ (a'I'CSill (5/ﬂ'))2]1/2}1/n—1
<inf { = 7 1~ : ’ -7
[(n —1)NMB'[log (1 + /B’y | ]/
1

il <f}
@) & n—1)N3F Tog (1 F )i |1<Ps

(Valgono infatti in tale intorno le disuguaglianze: |r| <o/, |d(t, 7)| > 0,
|d(t, T)| > |7|[e’, come si pud facilmente verificare).
Si osserva inoltre che le funzioni #(z, ¥) e (2, y), Y < p’, sono analitiche
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in R, 5X85(%), dove

~ 1
ae(ﬁ) = {(’)’L -—1)NMﬁ’[(10g* ((/31 . B‘)/ﬂl))g + (&I‘CSin (ﬁ/ﬁl))g] 1/2} 1fn—1

< inf { 1
[(n —1)NMB {log (14 (F —w)/p’) | ]V~

tyeSF@) } -

Ne segue che la soluzione w(t(z, y), T(z,¥)), VB < B/, & analitica nel campo,
contenuto in R, 5 x85(7), immagine inversa secondo la trasformazione (18)
di {[t] <p}x{|v] <o(f)} e cioé nel campo

{(@,9) € By <S5 (@): [ty 9)| < By |7, 9)| < oulB)}

= {(&,9): |o] <ewlf), ly—7F| <fB
@) el <ulf)|1 4 (n—1)NMp'an1log (1 + ZZB““I’E)I”’"I}-

Si osserva infine che tale campo contiene I'intorno R,z X 83(7) con

(22) “(5) ﬁ 11—1:()(;(/3))11—1]1/"—1 (< “,) *

(Infatti risulta «(f) << on(f); inoltre la relazione (21) & certamente verificata
in (0,9), VyeS8z(#); per 0< |o| <alf), ly—F| <B, si ha

| —— 4 (n—1)N M log (1 + =) |

pr-1

ﬂl
< o (3 — va ?7_?/
> | e — 1) 3 =1l
o 1 _ 1 11
(x(ﬁ)n—l B' n— - (O( n-— 5' n-1__ 5"_

Si pud pertanto concludere che, sia nel caso n =1 come n>1, la solu-
zione z(z,y) del problema di partenza (1) & anch’essa analitica, Vf < §, nel-
Pintorno R,z X S3(7), dove il raggio «(f) &dato dalle (16) e (22), rispettivamente
nei due casi.

Dall’arbitrarietd di ' << § segue inoltre che, fissato comunque f < g, la solu-
zione 2z, y) & analitica in un intorno B,z % 85(§), con a(f) < a conveniente.
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Prendiamo ora in esame Paperto 2’ di cui si parla nell’enunciato, suppo-
nendo dapprima che esso sia semplicemente connesso (insieme a Q'); qualora Q'
non contenga 7, possiamo prolungarlo in un aperto limitato, che indichiamo
ancora con lo stesso simbolo £2', semplicemente connesso (insieme a '), conte-
nente ¥ e inoltre tale che 2'c Q.

Considerato un punto qualsiasi y* € Q' e detta f* la distanza di y* dal con-
torno 642 di Q, dimostriamo che, VB* < g%, la soluzione z(x, y) del problema (1)
¢ prolungabile analiticamente in wun intorno R 5 X Spu(y*), con a(f*) < o
conveniente.

Infatti, essendo £’ connesso, & possibile congiungere § ad #* con una linea
I'c Q' generalmente regolare.

Ricopriamo [’ con un numero finito di cerchi S85(y=¥), 852, ..,
Sz, —(y, = y*), aventi i centri su I, tali che ciascuno contenga il centro del
successivo ed inoltre risulti, VI =1,..., L, f,< f,, avendo indicato con f, la
distanza di y, da 602.

Assegnato il nuovo problema di Cauchy con dato #(z, y,) analitico in Rz,
essendo ¥, € 3 (7)), si ottiene che la soluzione z(z, y) del problema (1) & pro-
lungabile analiticamente in R,z % {S5(7) U 85#.)}, con a(f) < alf) < «
conveniente.

Considerando successivamente gli (L— 1) problemi di Cauchy con dati
2(w, ¥,) analitici in R“(Ez_ﬁ (=2, ..., L), si riesce a prolungare analiticamente

z
la soluzione z(z, y) nel campo R,z x {U S5(y.)} (con a(f*) < « conveniente)
=1

che contiene in particolare 1’intorno B 5x) X S5y

Osserviamo che, essendo Q' semplicemente connesso, tale prolungamento &
2, y) nell’intorno di (0, y*) ¢ indipendente dalla scelta della linea I"c Q' general-
mente regolare, congiungente 7 ad y* (cfr. [5], Cap. 1, § 6, p. 43).

Associamo quindi ad ogni y* € 2’ Pintorno B ey X Spey).

Dimostriamo ora che esiste un numero positivo «(2') < «, dipendente da £,
tale che z(x, y) sia prolungabile analiticamente in R, oy x Q' Si osserva infatti
che la famiglia di intorni {Sz(y*): y* e Q'} costituisce una copertura aperta
di £’ e quindi, in base al teorema di Heine-Borel, da essa & possibile estrarre
una sotto-copertura finita {5 (y,): p =1, ..., P}.

Posto «(£2') = min {cx(ﬂ;): p=1,.., P}, si deduce Dlanaliticita di z(=,y)
in RB,onx&Q',

Sia ora Paperto Q' molteplicemente connesso.

Nel caso in cui £’ non contenga § oppure abbia ordine di connessione
infinito & sempre possibile estendere £’ ad un aperto limitato (che indichiamo

ancora con lo stesso simbolo £'), di ordine di connessione finito (< dell’ordine
di connessione di £2), che contenga 7 ed inoltre verifichi Q' ¢ Q.
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Detto m(>2) Pordine di connessione di £’, si puo allora pensare £’ come
unione di (m—1) (se m>3,2 se m = 2) aperti limitati ..Q;, semplicemente
connessi (insieme a '), tutti contenenti 7 e tali che 2’ c Q. Per quanto ab-
biamo visto sopra, ad ogni aperto £ si pud associare un raggio oc(.Q;) tale che
la soluzione z(w, y) del problema (1) sia analitica e monodroma in Ra(n;,xQ:,.

Posto a(Q') = min {«(£2))}, si conclude che #(z, y) ¢ analitica secondo Weier-

§

strass, in generale polidroma, in R oy X 2"

Dimostrazione del Teorema 3. Nella dimostrazione del Teorema 2
abbiamo gia fatto notare che, nel caso n = 1, la soluzione maggiorante w(w, y)
¢ analitica, V<< B’ fissato, in R,gx85(7), dove w(f)= o'((p'— f)/28')""F
(cfr. (16)).

Essendo ora per ipotesi o = -}~ oo, al problema di partenza (1) & possibile
agsociare problemi maggioranti del tipo (8), (9) o (10) con o' arbitrario e §' < f
fissato. ~

Si ottiene pertanto che la soluzione z(z,y) del problema (1) ¢ analitica,
VB < B, in R,z X S5(7), dove nell’espressione sopra precisata di «(f) si ha o
arbitrario. Ne segue, data 'indipendenza dell’esponente N.Mp' da o' (M= M ('),
che z(x,y) ¢ analitica in R, x853(7) e quindi in R, X Sz (#).

Dall’arbitrarieta di §’<< S si deduce infine che 2(z, y) & analitica in tutto
il campo R, X Sa(¥).

Prendiamo ora in esame Paperto £2, supponendo dapprima che esso sia
semplicemente connesso.

Consideriamo un punto qualsiasi y* € £ e, detta §* la distanza di y* dal
contorno 082 di ©, dimostriamo che z(z, %) é prolungabile analiticamente in
By, X 8pu(y*).

A questo scopo, in modo analogo a guanto fatto nella dimostrazione del
Teorema 2, congiungiamo § ad y* con una linea /" generalmente regolare, con-
tenuta in 2 e ricopriamo ' con un numero finito di cerchi Sp—6(y1= )
85 (Ys)y +-s Sﬂfﬁ*(yll = y*), aventi i centri su I, raggi uguali alla distanza dei
centri da 682 e tali che ciascuno contenga il centro del successivo.

Considerati gli L problemi di Cauchy che si ottengono assumendo succes-
sivamente come dati i vettori z(z,v,) (! =1, ..., L), tutti analitici in R, si
stabilisce che la soluzione z(x, y) del problema di partenza (1) & prolungabile

L
analiticamente nel campo R, X{U Ss(v,)}, che contiene in particolare Iin-
torno R, X Sg(y*). =
Se ne deduce immediatamente che, essendo £2 semplicemente connesso, la
soluzione z(x, y) é analitica ¢ monodroma in tutto R, X Q.

Sia ora Paperto Q di ordine di connessione m(>2). B possibile in questo caso
ricoprire £2 con (m— 1) (se m>3,2 se m = 2) aperti Q,c Q semplicemente
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connessi, contenenti §. Per quanto visto sopra la soluzione z(x, %) del proble-
ma (1) & allora prolungabile in modo da risultare analitica e monodroma in
ciascun campo B, x.2;. Ne segue che z(z, y) é analitica nel senso di Weierstrass,
tn generale polidroma, in tutto B, X Q.

Dimostrazione del Teorema 4. Per determinare il campo di analiti-
citd della soluzione del problema di Cauchy (5) integriamo il sistema carat-
teristico associato :

2(t) = %mn(t) Ly =—1, &) =—Dby)et) 7)),

con le condizioni iniziali #(0) = ¢, y(0) = ¥, 2(0) = (7).
Si ottiene per la soluzione la seguente forma parametrica (con riferimento
alla determinazione principale del logaritmo):

T
@) D= T e T Tog (1= g P

28),  yt, T =—1+7,
(28)  2(t, 1) = exp [ blu, 7)dul{p(x) —[ F(u, 7) exp [ [ b, 7) do]du} ,

avendo usato, per brevitd, la notazione b(t, 7) = b(2(t, ), y(t, 7)), ft, 7)

= f(w(t’ 7), Y(t, T))
Tale soluzione puod anche essere posta nella forma 2z = 2(z, y), osservato che,
esplicitando le prime due delle equazioni (23) rispetto a ¢ e 7, si ha

@

(24) 2y y) =y—y, {0,y = T =)o log ()7) 7 °

Studiamo dapprima il campo di analiticitd della funzione 2(z, 7). A questo
scopo ricordiamo che per ipotesi il coefficiente b(x, y) e il termine noto f(x, y)
sono analitici Y(x, %), con y540; ne segue che le funzioni b(t, 7) e f(t, z) sono
analitiche nel campo {(t, 7): ¢ %, 1 4 (n — 1) v*=* log (1 — t/) # 0}.

Nello stesso campo sara analitica anche la funzione 2(t, 7), essendo per ipo-
tesi @(7) una trascendente intera.

Tenuto inoltre conto che le funzioni ¢(x, ¥) e v(x, 4) sono analitiche nel campo
{(@,9): y 40,1 4+ (1 — n)a*log (y/§) # 0}, si deduce che il campo di anali-
ticita della soluzione z(w,y), in generale polidroma, coincide con quello delle
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funzioni #(w, y)e v(x,y) appena definito. (Si osserva infatti che 'immagine in-
versa secondo la trasformazione (24) del campo di analiticita della z(¢, ) coin-
cide con lo stesso campo di analiticitd delle #(z, y) e (v, y)).

Ne segue che Vy*e 8, ,(0), y*#%, la soluzione z(w, y) presenta un punto
singolare (a*, y¥), con @* = 1/[(n — 1) log (y*/§)]¥»1, donde la tesi.

Dimostrazione del Teorema 5. Sia 2(x,y) una soluzione del pro-
blema singolare (2); dall’equazione (1) in cui si ponga « = 0 segue allora che
il dato y(y) soddisfa necessariamente Pequazione lineare ordinaria (6).

Ricordiamo che per ipotesi la matrice B(z, y) e il termine noto f{z, y) sono
analitici in Ra X £2; se ne deduce che il vettore y(y), in quanto risolve un’equa-
zione lineare ordinaria a coefficiente e termine noto analitici in £, & anch’esso
analitico in tutto Q.

+oo
Fissato ora un punto je 2, definiamo un vettore g(x) = >, 2, 2%, con i
o
coefficienti 2, = [#ros] (¢ =1, ..., N) soggetti alle sole condizioni che risulti
@(0) = 2= p(¥) ed inoltre la serie converga in Rs.

Considerato quindi il problema di Cauchy (1) con il dato z(z, ) = @(x)
appena definito, esso ammette un’unica soluzione z(z, y) prolungabile anali-
ticamente, in base al Teorema 2, in ogni campo B, X £2' del tipo ivi precisato.

Dimostriamo che tale soluzione soddisfa anche il problema singolare (2).
A questo scopo osserviamo che, in un conveniente intorno di (0, 7), essa ¢ svilup-
pabile in gerie doppia di potenze

+o

Z((n, y) = Zk’n zknwk(y - :[7)11 .
0

+

Considerata la funzione 2(0, y) = Y, 2.(y — 7)*, essa & analitica in tutto £,
0

in base al Teorema 1 e risolve necessariamente ’equazione (6); e immediato

ora constatare che risulta 2(0, ¥) = w(y) in 2. Infatti 2(0,¥) e p(y) sono en-
trambe soluzioni, per 'equazione lineare ordinaria (6), dello stesso problema di
Cauchy 2(0, i) == 2 = p(¥).

Dall’arbitrarieta con cui si & costruito il vettore ¢(x) segue l’esistenza di
infinite soluzioni per il problema (2), analitiche (in generale polidrome) in campi
R,y % Q" del tipo precisato nel Teorema 2.

Se n =1 ed o = 4 oo a queste si aggiungono le infinite soluzioni anali-
tiche (in generale polidrome) in R, x £, ottenute partendo da dati iniziali
z(w, J) = @(x) analitici in R, e soddisfacenti la sola condizione 2(0,%)
= @(0) = y(7).
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Summary

Let us consider, the following Cauchy-problem for a linear system of partial differential
equations

3

0: - —
5?7 = z" A(y) gzg} + Blw,y)z + flo,9), 2z, y) =@@) (0>, integer; y & Q),

where m, y are complew variables and z(w, y) is the complew, unknown vector. The matrim
A(y) is analytic in some open, simply or multiply-connected region Q, the matriz B(w,y)
and the vector f(x,y) are analytic in an open region {(z,¥): |#| <o, y€ R} («>0 or
o = + oo). The initial datum @(x) is analytic in the open disk {|z| < a}.

When referring to analytic funclions we mean the Weierstrass' definition; therefore
the coefficients and the known terms may have singularities of any type, even branch-points.

We investigate the analytic continualion of the solution of the above problem starting
from the neighborhood of (0,y), where it exists according to the Cauchy-Kowalewski
theorem.

By using the method of majorants and the theory of characteristic curves we prove two
analytic-continuation theorems. Our rvesulls sivess the following analogies between solutions
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of the above system and of ordinary linear differential equation systems: (1) given an arbi-
trary solution z(z, y), in correspondence to every open bounded set Q', with 2’ c 2, a neigh-
borhood of x = 0, {|x| < «(2")}, can be found such that z(m,y) is analytic in the open
region {(z, y): |w| < «(Q),y€Q'}; (2) if n =1, Blw,y) and f(x,y) are analytic in the
eylinder {(w, y): y € Q} and if the initial data are analytic Yo, then also the solulions are
analytic everywhere in the cylinder.

We consider also the following singular Cauchy-problem

0z 0z

— =a? A(y) — + Bz, y)z + f(z, v) (n>=1, integer) , 2(0,9) = p(y),

oy ow
under the same hypotheses for A(y), B(w, y) and f(z, y).

We give a necessary condition for the existence of solutions; if it is satisfied, we prove
the set of solutions is infinite.
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