Riv. Mat. Univ. Parma (4) 8 (1982), 467-473

GIUSEPPE MICELLI (%)

Pseudoconnessioni proiettive (**)

Introduzione

Le pseudoconnessioni dal punto di vista dei fibrati, introdotte da C. Di
Comite in [2], sono state studiate sempre dallo stesso autore in particolare sullo
spazio fibrato dei riferimenti lineari (pseudoconnessioni lineari) e sullo spazio
fibrato dei riferimenti affini (pseudoconnessioni affini) (cfr.[2],) di una varieta
differenziabile M. '

Seguendo quest’ordine diideein questa nota siintroduce la nozione di pseudo-
connessione proiettiva come pseudoconnessione nello spazio fibrato Z(M) dei
riferimenti proiettivi di M e se ne studiano alcune proprietd; in particolare si
dimostra che ogni pseudoconnessione proiettiva su M induce una pseudocon-
nessione lineare e viceversa.

1 - Lo spazio fibrato dei riferimenti proiettivi associato ad una varietd diffe-
renziabile .

Sia M una varietd differenziabile di classe €% e dimensione n, se p & un
punto di M, con 7,(M) si denoters lo spazio tangente in p ad M;in T,(M) — {0}
la relazione Z% cosi definita

X,, Y,e T,(M) — {0} (X,RY,) < (1eZ—{0}> ¥,= 1X,)

¢ una relazione di equivalenza, linsieme quoziente D,(M) = T,(M)— {0}/Z

¢ Vinsieme delle direzioni nel punto p della varieth M; se X, T,(M)— {0}

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universitd, Via Arnesano, 73100 Lecee, Jtaly.
(**) Ricevuto: 9-I1I-1981.
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la classe di equivalenza da esso individuata, che si denotera nel seguito con
D,(X,), si chiamera la direzione nel punto pindividuata dal vettore tangente X,.

Linsieme 7,(M) = T,(M) U D,(M) si pud munire di una struttura di spa-
zio geometrico proiettivo ad n dimensioni. A tale scopo si consideri una carta
loeale (U, ¢) di M tale che p e U o sia {(8/02:),}12:cn 12 base naturale di 7,(H)
rispetto a tale carta; indicato con Pr lo spazio numerico proiettivo ad » dimen-
sione e con ¢,: RvF— {O} — P* la gsurgezione canonica, l’applicazione
K,: 1,(M) — P definita da K (X,) = ¢a(1, 22, 22 vy AM) per ogni X, e T',(H)
ed X, = 2i(0[en;),, e da K,(D,(X,)) = $.(0, 2% 2% ..., 2») per ogni D,(X,)
€ Dy(M) ed X,== 2%(0[dw;),, ¢ una bigezione ¢ definisce quindi su 7,(M) una
struttura di spazio geometrico proiettivo ad » dimensioni; rispetto a tale
struttura v,(M) si chiama lo spazio proiettivo tangenie in p ad M e la bigezione K,
si chiama sistema coordinato in p relativo alla eawrta (U, ) prefissata in M.

Si osservi che il riferimento proiettivo relativo a K, & la (n -+ 2)-pla
(0, 04, 0,, ..., 0,, U) essendo

G = o

~ — d
Oo = OT,,(JI)) 01: Dm(( :o’—.';v—l )77)7 teey 0,= -Dp(( Loy

)p): 2:: é_‘

questo riferimento si chiamera il riferimento proicttivo nel punto p della varicta
M, relativo alla carta (U, ¢) prefissata.

Sia ora Z(p)'insieme deiriferimenti proiettiviin p e M e sia 2(M)= U P(p).
pEM
Questo insieme risulta lo spazio totale di uno spazio fibrato principale differen-

ziabile avente come varietd di base la varietd M e come proiezione l'applica-
zione zw: P(M) — M che al viferimento proiettivo u,, in p € M fa corrispondere
il punto p stesso; per la costruzione di un tale fibrato si consideri nel gruppo
lineare G'L(n -+ 1, R) la relazione ~ cosi definita

4,BeGL(n+1,R) (A~B)<> (JoeR —{0}3 B = p4d),

~ ¢ una relazione di equivalenza. L’insieme quoziente G = GL(n - 1, R)/~
¢ un gruppo rispetto alla legge di composizione interna: Gx G — G definita da
(4, B) Ii\-B, ove si sono indicati con A, B le classi di ~-equivalenza indi-
viduate da 4, B e con 4B I'ordinario prodotto di 4 per B.
Sul gruppo @ si consideri la struttura di varietd differenziabile definita
dallatlante .7 = {( UM, Pa)focar B<n, dove Usp={AdeGlAd: A= (a,),c, s<.
@570 se (y, ) = B} e Pup: Usp— Pap( Ung) B2 & B<n definita da
4 - {Qgof g, a‘,l/aa,,, 1, .y @anfaap). Rispetto a tale struttura @ & un gruppo
di Lie.
Sullinsieme Z(M) dei riferimenti proiettivi associati ad M si costruisee
«per incollamento » una struttura di varietd differenziabile; a tale secopo sia
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peMed (U, ¢) una carta locale di M tali che p € U. Si consideri 'applicazione
pp: wHU) — UXG che al riferimento proiettivo u,ex~1(U) fa corrispondere
la coppia ordinata (p, A) essendo A una matrice di GL(n--1, R) che rappresenta
il cambiamento di riferimento nel passaggio dal riferimento proiettivo in p
relativo alla carta (U, ¢) al riferimento u,; questa applicazione ¢, ¢ una bige-
zione; si considera allora su 3 U) la struttura di varietd differenziabile ri-
spetto alla quale ¢, ¢ un diffeomorfismo; si pud osservare che se (U, $) &
un’altra carta locale di M per la quale risulta U N U # ¢, allora la struttura
differenziabile indotta da ¢y su m~H(T N T) & la stessa di quella indotta da Py;
resta cosl definita globalmente su (M) una struttura di verietd differenziabile
che induce su ciascun aperto z~1(U) di #(HM) la struttura differenziabile rispetto
alla quale @, ¢ un diffeomorfismo; la dimensione di Z(M) & n(n - 3).

Per ¢id che seguira, sara utile osservare che in relazione ad ogni u, € ~(U)
esistono tre carte locali: (W, 0) in (), (V, V) in M, (Uss, ¢ap) in G, tali che

Do(W) = VX Uspy, O,) = (@ &% cccy B ooy Lory ooey Lapy oey bun) 5

avendo posto

Py(u,) = (p, ), W(p) = @4, 8% ..., 8,  GaplA) = (too, Youy vors Loy oovs tun) -

11 gruppo @ opera differenzialmente a destra su 2 (M) tramite applicazione
V. P(MYx G — P(HM), cosi definita. Sia K,: 7,(M) — P» il sistema coordinato
relativo al riferimento proiettivo u,e Z#(M) ¢ T: P*— P» la trasformazione
lineare omogenea invertibile rappresentata dalla matrice 4, ¥(u,, 4) & il rife-
rimento proiettivo w, relativo al sistema coordinato K, = ToK,.

Dopo queste considerazioni si pud concludere che la quintupla &é=(2(M),
G, ¥, M, z) & uno spazio fibrato principale differenziabile che prende il nome di
spazio fibrato detl riferimenti proiettivi associato ad M.

Prima di terminare guesto numero, si trovera lespressione delle funzioni -
di transizione relative ad un ricoprimento di aperti coordinati della varietd M ;
Siano (U, ¢) e (U, $) due carte locali di I tali che U N U 0. Si consideri
I'applicazione ¢pz: U N U — G, che al punto p di U N U associa la matrice Oy,
che fa passare dal riferimento proiettivo in p relativo alla earta (U, ¢) a quello
relativo alla carta (U, §); si riconosce facilmente che la famiglia {¢y5} ¢ la fa-
miglia delle funzioni di transizione del fibrato & subordinata al ricoprimento
{U} ai M. Se
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sono i riferimenti proiettiviin p, relativi alle carte (U, @), (U,$) rispettivamente,
poiché risulta (6/0y°), = (dw7/oy*)(p)(e/dxr),, si ottiene
1 0
Og~: (

o J. )

B

dove J, ¢ la matrice jacobiana delle 2/ rispetto alle y*, valutata in p.

2 « Applicazione aggiunta del gruppo G.

In relazione alla struttura di gruppo di Lie su G, definita nel numero prece-
dente, la surgezione canonica p: GL(n -+ 1, R) — &, che muta 4 in 4, ¢ un
omomorfismo di gruppi di Lie; denotato con ¢ ’elemento neutro di G e posto
p(e) = &, si identifica algebra di Lie § di G con lo spazio tangente T;(@).

Sia O= (0.5) e GL(n+1,R) e C-1= (0'5) inversa di C. Si consideri ’ap-
plicazione a d (C): §— § (aggiunta di G relativa o C), la quale non & altro che
il differenziale, nel punto & di G, dell’applicazione di & in sé, eche muta X in
X0,

Fissata la carta locale (U,,, 4,,) su G e considerati i vettori di T;(@)

2

0
:Y~ I (-2
= T3 (5

X:=X§(5Z§):, ; )7

si ha Y= ad (C)X;, se e solo se T3 = X3(C5CE—C10P6%) ().

3 « Pseudoconnessioni proiettive

Per semplicitd di notazione si denotera nel seguito con Z(M) lo spazio fibrato
dei riferimenti proiettivi, associato alla varietd differenziabile M.

Def. 3.1. Si chiama pseudoconnessione proiettiva su M ogni pseudocon-
nessione sullo spazio fibrato Z#(M).

Sia I" una pseudoconnessione proiettiva su M e sia 4 il campo tensoriale
su M associato a I' (cfr.[2],) si vogliono definire in modo analogo a quanto si
fa per le connessioni proiettive, le componenti di I" rispetto ad una earta locale

(1) Nelle tre ultime uguaglianze si intende di sommare rispetto ad «, f sugli in-
teri 0, 1, ..., n, con esclusione del caso o = f = . .
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di M ed una carta locale di G prefissate. Si consideri a tale scopo, una carta
locale (U, ¢) di M e sia {&} il relativo sistema coordinato; si indichi con oy la
sezione locale di Z(M) definita su U, la quale associa ad ogni punto pe U il
riferimento proiettivo wu, relativo alla carta (U, @) e sia wy la 1-forma su U a
valori nell’algebra di Lie § di G, definita per ogni pe U e per ogni X, e T (M)
da (cfr. [2],)

(00)p(X,) = %U(p)((o‘g)*,,(A,,(X,,)) “FGU(p)((O'U)*m(Xp)) 3

dove vo 0 Vo,m—§ ¢ lisomorfismo che muta 47, in 4 (cfr. [3]).
Fissata una carta locale (U, 4,.) in G, sia (Ef) 1a base corrispondente del-
I'algebra di Lie § (2); posto

Wy == (Ffﬁdm’)Eg s 11“7: 11;—0,%—; ® dn’l;'j,

le n¥(n ~+ 3) funzioni A}, I';; si chiamano le componenti di I' rispetto alla carta
(U, ¢) di M e alle carta (U, ,.) di G.

Siano ora (U, ¢), (U, #) due carte locali di M tali che UN U 0 e siano
{x}, {&'} i relativi sistemi coordinati; posto

ot

L, oz ; o2t

[

i: _1 L1l T e
0; Ui=gmr © Uiv=rmmmm,

si prova la seguente proposizione.

Prop. 3.1. 8ia I' una pseudoconnessione proiettiva su M e siano AZ, I3
¢ A%, Iy le componenti di I' relative rispettivamente alle carte (U, @) e (U, )
di M ed alla carta locale (Usgy, o) di @, allora in U N U si ha

I3 = I35,600, T;’,o = 03,0} o7,
(1) st ; ry Lt Syt ot .
I, = T4000%07 -+ 436568 6705, .

Infatti in base alla Prop. 1 del n. 3 di[2];, per ogni pe UN U e per ogni

Xp,€ T,(M) risulta

(2) (00)s(X,) = (ad(po(p)) " ((00)s(X,) + dv5(44(X,))

() In questo numero gli indici latini variano nell’insieme {1, 2, ... n}, gli indieci
greci nell’insieme {0, 1,2, ..., ;';, cees M}
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X g™ . . (1
dove yyp(p) & Pelemento di G corrispondente alla matrme( con

0
o o)
O = (0.) € GL(n, R), e 6u5 & la 1-forma su UN U a valori in § definita per ogni
pe M e per ogni X, € T,(HM) da (0u5),(Xy) = Suy500(We5)n(X,) essendo Sy, zm
Ia 1-forma canonica § su @ caleolata nel punto wuz(p).

~

Nella (2) sostituendo ad X, il vettore tangente (3/0%) si ottiene
0 —-109 LA H 0
(3) ((‘)E)p ( .é-’lj—" )zx == atl(z/:,,g(p)) Gj' Fiﬁ EQ '"i‘ (6(]5)? 0:"411) ( ’?TE‘])I) .

Tenuto conto del n. 2, dalla (3) segue

0

— TW i oAk TR g it 0 i onipk BT N5 Gn'pt. B T
=7 Jo= 175, 05 055 + I, 07 05 1% - I, 0763 07 By, 4 A107.0%'05.,.0¢ B

i

(wﬂ)p (

e da questa e dall’espressione (wp),(0/e%),= I, BS si ottengono in modo
ovvio le uguaglianze (1).

Prop. 3.2. Ogni pseudoconnessione proiettiva I' su M induce una pseudo-
Q
connessione lineare I, ¢ viceversa.

Infatti fissata in G la carta locale (U, ®), Per ogni carta (U, ¢) di M, si
indichino con Aj, I'j; le componenti di I" rispetto a tali carte e si ponga
o

kel
Iy, = I7,, allora le n3(n + 1) funzioni 4!, I, sono le componenti rispetto ad
o
(U, ¢) di una psendoconnessione lineare I" in M. Invero per la Prop. 3.1 se
(U, ¢') & un’altra carta locale di M tale che UN U's40 si ha
' i opiopr gl rpi gngitpe
T:;'k' o Tﬂ.ﬂj'@k'ﬁi- -+ A; 0;’ 01: 6:' 0121'1;’ .
Viceversa, indicato con L(M) lo spazio fibrato dei riferimenti lineari di M,
si considerino l'applicazione ¢: GL(n, R) ~ G, che muta A in B, essendo

B = ((1) 2) , ¢ lapplicazione ¢: L{M) —~ P(M) che ad ogni riferimento

lineare I, = (Xy, X,, ..., X,), nel punto p € M, associa il riferimento proiettivo
n
) = (Op, s Do(Xn)y oy Dy(Xy), 3 X;). Si verifica facilmente che (¢, @) &
i=1
Lo
un omomorfismo di fibrati e quindi per ogni pseudoconnessione lineare I si
]
puod considerare la pseudoconnessione proiettiva immagine di I" tramite detto

omomorfismo (efr. [2],).
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4 - Pseudeconnessioni proiettive riducibili

Denotato con .o7'(p) Pinsieme dei riferimenti proiettivi in p che hanno come
iperpiano all’infinito D, (M), si vede facilmente che, se u; e @;, sono due riferi-
menti di «7'(p), la trasformazione lineare omogenea invertibile del cambiamento
di riferimento nel passaggio da u; a v;, ¢ rappresentata dalla matrice (; 2)
con a € GL(n, R) e £€ R", quindi da una matrice del gruppo di Lie A(n, R)
(cfr. [3], pag. 125).

Se si pone '(M)= ) .o#'(p) e si considerano Papplicazione y': of'(M)

PEHM
X A(n, R) - A'(M), che muta (u;, A)in zp(u;, A) e la proiezione 7' o7 (M)— M,
che associa ad u,', il punto p, per la Prop. 5.3 a pag. 53 di[3] risulta che
n = ('(M), A(n, R), ', M, n') & un sottofibrato ridotto del fibrato dei riferi-
menti proiettivi & = (Z(M), &, w, M, 7).

Considerate 'inclusione 7 di' A’(M) in (M) e la restrizione g della, surge-
zione canonica GL(n -4 1, R) — @ al sottogruppo A(n, R), Vimmagine I'' i
una pseudoconnessione I' di n, mediante Iomomorfismo di fibrats (I, g) (cfr.[2],)
¢ una pseudoconnessione proiettiva su M ridueibile alla pseudoconnessione I su 7.
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Summary

In this note the notion of projective pseudoconnemion is introduced and some geometrical
properties are studied.
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