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DomeENICO PERRONE (¥)

Varieta conformemente piaite e Geometria spetirale (*¥*)

1 - Introduzione

Sia (M, g) una varietd Riemanniana compatta n-dimensionale e »4 il Lapla-
ciano operante su ?/A(M) spazio delle p-forme esterne (0 <p<n).

Indicato con
Spec (M, g) ={0=0B< 2. . . X< B.2<..}>+o00

Pinsieme degli autovalori di #4 seritti con la loro molteplicitd, siha lo sviluppo
asintotico di Minakshisundaram-Pleijl

+o
(1.1) S exp [— 221] e (dty "2 (Pag 4 tPa, - 1220, - ... A tEPa, L)

x=0

Berger [1] ha caleolato i coefficienti %, °a;, %a,, il coefficiente °a, & stato
calcolato da Sakai[6]; mentre Patodi[4], ha calcolato i coefficienti ?a, e *a,
per ogni 0<p<n.

7ari autori, utilizzando Despressione dei coefficienti della formula (1.1),
hanno studiato 'influenza dello spettro sulla geometria della varietd M.

In questa nofa siamo interessati principalmente a determinare I'influenza
dello spettro, *Spec (con p = 0, 1), sulle varietdh conformemente piatte.

In 2 si danno delle identitd, valide per varietdh conformemente piatie,
necessarie per il seguito.

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universitd, Via Arnesano, 73100 Lecce, Italy.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.8.A.G.A. (C.N.R.). — Ricevuto- 27-XI-1980.
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In 3 si caratterizza, mediante lo »Spec (con p = 0, 1), la classe delle va-
rietd (di dimengione > 3) conformemente piatte con curvatura sealare costante
(efr. Teorema 3.1) e la classe delle varieta (di dimensione >3 e 5% 8) confor-
memente piatte con tensore di Ricel parallelo (cfr. Teorema 3.2).

In 4 si considerano varietd conformemente piatte con curvatura scalare
costante di dimensione 4 e 6, e si studia Pinfluenza dello °Spec sulla carat-
teristica di Fulero-Poincaré (cfr. Teorema 4.1 e Teorema 4.2).

Infine in 5 si considerano varietd Kéahleriane Bochner piatte e si osserva
che lo spazio proiettivo complesso munito della metrica Kéhleriana canoniea,
& caratterizzato dallo #Spec con p =0, 1.

2 - Lemmi preliminari

Per ogni varietd Riemanniana (3, g), indicheremo con R, g, v e V rispet-
tivamente il tensore di curvatura, il tensore di Ricei, la curvatura scalare e la
connessione Riemanniana di M. Useremo inoltre le seguenti notazioni

IRl = 2 (Ru)® lel* =2 (e, IVR[? = 2 (Vi Bi)*
IVel® =2 (Viou)?, IVzl2 =2 (Vi7)?,

dove le componenti dei tensori considerati sono riferite a una base ortonor-
male dello spazio tangente.

Lemma 2.1. Per ogni variela Riemanniana 3-dimenstonale e per ogni
varieta Riemanniona di dimensione n > 3 conformemente piatia, valgono le se-
guenti identitda

2{(n + 1)

2
Tyl 4 Mgy g

2.1) 205 BuerRyper =

2(n—4)
+ -Z;]—:—?‘—)E Z Gi;QinOipy

2n—1

T 2 1 3
(n—1)(n—2) lel ﬁ(n—l)(n—f&)r

(2.2) zQﬁ OinBsxin =

2
"“m Z 0i; 01505y
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24 4n

(2.3) 2 R Rinpe Rijpe = m—1)(n—2) (n,_l)z(n__z)ars

8(n —4)
+ =ap Z 0i10:50i 5

3n?—6n — 2nt—1In + 4

(2.4) 2 BuoinBione Boos = m(‘;“:{ 7fof® T =T =2 73
2 3
-+ "{:"Z‘“"‘l z Q15015 0ip »
. 4 2 .

(2.5) =—3) n—Dn—2) '’

4 2
(2.6) [VE[*= = Ve T Dm—2) Ve ]=.

Dim. Per ogni varietd Riemanniana 3-dimensionale e per ogni varietd
Riemanniana di dimensione n > 3 conformemente piatta, il tensore di curva-
tura si pud esprimere in termini del tensore di Ricci e della curvatura scalare
mediante la formula

(2.7) Bijn = ) (ix@in + Gn0ir— Gin Qix— G:0un)

(n—2

—-(;T:T)’E(—* 2) (glkgjh g;ng,k) .

Pertanto le identitd del Lemma 2.1 si oftengono sostituendo nei primi
membri Pespressione (2.7).

Lemma 2.2. Per ogni varietd Riemanniana conformemente piatta di di-
mensione n>3, st ha

1
(2.8) Vigi;— Viu = Sm—1) 9Vt —gaV,7),

1
(2.9) 2 (Viiom) Busn = 5(m—1) 2 0u VT .

Dim. Per # = 3 la (2.8) ¢ proprio la ¢.N.8. affinché la varietd sia con-
formemente piatta.
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Per n > 3, dalla (2.7), si ha

1
(2.10) 2 ViR = n—2) (Veoin— Vo gin 2 Viou— g5 2 Viom)

dalla 2° identita di Bianechi
ViR + ViByinp + Vilin, =0 ’
seguono inoltre le uguaglianze
SV Ry =Vi0m— Va0 e >Viiu=13%V;7,

le quali sostituite nella (2.10) danno la (2.8).
Sempre dalla (2.7) si ha

1

m E (Qkivzi Qii— Qkhvii o + QihV:k Qin

2 (Vi Osn) Byjin =

T ;
- @ji Vrzn' om) — m z (Vik Crn— Vi th) .
Applicando 1a (2.8) in quest’ultima identitd si perviene alla

1 n-—2 o 1
2 (Vicom) Rujin = n—2) z (9(n 1) 0r: VEiT 2 —1) T ViaT)

T 1 .
- 9n—1)(n—2) 2 Vit (n_l)EQHVHr-

Lemma 2.3. Per ogni varieta Riemanniana compatia di dimensione 3 e
per ogni varield Riemanniona compatia di dimensione n > 3 conformemenie
piatia, il coefficiente %a, dello sviluppo di Minakshisundaram-Pleijl ¢ dato da

(T1n*—213n + 135) 2 (12 13n

o _ J{_% T T (= Ak
N [~5§3_ RELS (niz: ‘(';Z%‘Z;: 56 ) + 3 ]13
g,
4 (9n°—40n°—dn 4 192) 20:50ir 055} Vg -

T 63 (n—2)8
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Dim. In[6] Sakai ottiene la seguente formula per %,

1 142 26 1 5 2
o= 51 J (5 IVel* =G5 [ Vel =5 IVE[*+ g~ 7le

2

3 7 iilindip 63 CijdrrtVikih 63 Yij4YiperHVipar

8
+ é“i Z RiithUankhnq) v,

Applicando in questa formula le identita (2.1), (2.2), (2.3), (2.5) e (2.6)
del Lemma 2.1, si ottiene la (2.11).

3 - Varieta Riemanniane conformemente piatte con tensore di Ricci parallele

Due importanti classi di varietd Riemanniane compatte sono le varieta
di Einstein e le varieta con curvatura sealare costante. Entrambe queste classi
di varicta sono state caratterizzate, mediante lo spettro »Spee rispettivamente
con p=0,1c¢ con p=0,1,2, da Patodi (cfr. [4], Prop. 4.1).

Un’altra interessante classe di varieta Riemanniane, compresa tra la classe
delle varietd di Einstein e la classe delle varietd a curvatura scalare costante,
& la classe delle varietdh M a tensore di Rieci parallelo cioé con la proprieta che
VileNY, Z) =0 per ogni X, ¥, Z campi di vettori C* su A.

L’interesse nello studio delle varietd a tensore di Ricei parallelo pud essere
giustificato dalle considerazioni seguenti.

Date due varietd di Binstein (M, ¢) e (M, ¢'), 1a varietd prodotto (M X M’,
gxg') ha tensore di Riceci ¢” e curvatura scalare t” che soddisfano,

le"l* = lel* + lo'I* e T=Tt4+ 7,

ove g, T e p', T' denotano tensore di Ricei e curvatura scalare di M e M’ rispet-
tivamente. Posto dim M = n e dim M'=#' con n 4+ #’'>3, la varietd pro-
dotto M x M’ sard di Einstein se, e solo se, o] = (v -+ 7')¥/(n + #'). Per-
tanto, anche se 7 = 7', M X M' non sara in generale di Einstein. Ci0 porta
quindi a una limitazione nello studio delle varietd di Einstein. A questa limi-
tazione si pud rimediare introducendo la nozione di metrica Riemanniana a
tensore di Ricei parallelo. Difatti se (M, g) ¢ una varietd a tensore di Ricei
parallelo, allora M é localmente isometrica al prodotto Riemanniano di varieta
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di Einstein (*). D’altronde se (M, ¢) e (M, g') sono due varietd a tensore di
Ricei parallelo, il loro prodotto (M X M', gXg¢') & ancora a tensore di Ricei
parallelo.

In questa nota ei proponiamo di caratterizzare, mediante lo spettro, la
classe delle varietd Riemanniane compatte conformemente piatte con tensore
di Ricei parallelo (2).

Consideriamo intanto le varietd conformemente piatte con curvatura sea-
lare costante.

Teorema 3.1. Siano (M, g) ¢ (M', ¢') varietd Riemanniane compatic con
dim M = n > 3 ¢ ?Spec (M, g) = ?Spec (M’, ¢') per p = 0, 1. Allova M ¢ con-
formemente piatia con cuwrvature scalare costante T se, ¢ solo se, M’ & conforme-
mente piatia con curvatura scalare costante v'= T.

Dim. Supponiamo M conformemente piatta con curvatura scalara co-
stante 7. Dalla (1.1) segue che M’ ha dimensione n'= n.

L’insieme delle due condizioni

J2|B|*—2]ol* + 57?) v, = 360 °%, = 360,

f("a!R’HZ—‘H!Q 2+ 57"2) v, e.f[° (n—15) | R[*—2(n—90)]o|*4-5(n —12)7*]v,
= 3602, = 360 a, = [[2(n—15) | B |2 —2(n—90) o' |* + B(n—12)T']v,, ,

sono equivalenti alle due condizioni
360°a, = 360°%, ¢ [(|R|*—6]o]*+ 2%)v, = [(|B'|*—6]o’[*+ 27'%)v,. ,
M M

le quali sono equivalenti alle due condizioni

(3.1 Jlzt 4 107 [) v, =J(='*+ 101¢' [,
(3.2) J(1372 + 5| R|2)v, _~_-J"(13t’2 + 5| R'||%)v,.

(*) Cio segue dal fatto che la curvatura di Ricei & invariante sotto 'azione del gruppo
di olonomia, e dal teorema di decomposizione di de Rham (cfr. [3], pag. 192).

(?) Naturalmente esistono esempi di varietd conformemente piatte con tensore di
Riceci parallelo che non sono di Einstein (e quindi non somo a curvatura sezionale
costante).
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Esaendo M conformemente piatta vale la (2.5). Inoltre, indicato con

C'= (0, Lh) il tensore di curvatura di Weyl di M, si ha

2

= 01+ e

(3.3) (3 =)

4 ! 2 I
) le H"’—mf 2,
ove il segno di uguaglianza si verifica se, e solo se, M’ & conformemente piatta.
La (3.2) insieme alla (2.5) e alla (3.3), implica

(13n*—39n 4 16) , 20 .
(=D = T s lelIe

M

(13n*—39n 4 16) 20 e
> e T s 4 e

V

Da questa disuguaglianza e dalla (3.1) si oftiene infine

2 2 3
13n2—41n 18 . 183n®—41n 418 [0,
(n—1)(n—2) 4 (n—1)(n—2)

da cui, poiché il coefficiente 13n® — 41n - 18 & strettamente positivo, si ha

(3.4) Jo2,> J‘r’”v

p-i4 a'

Per la disuguaglianza  di Schwartz risulta

(J-T,/Da')z< fflzvy' J-lluu' ’
o M ar’
dove il segno di uguaglianza ¢ ottenuto se, e solo se, v’ & costante.
D’altronde le condizioni 7 = cost, vol (M) = %a, = °a, = vol (M') e [,
= 6%, = 6%, = |7’ v, insieme alla (3.4), portano alla o
w

(J7'0,)2 = (J70,)? = [v*0, f1v,> [7%0,. [ 10, |
re '

A k4 p.'4 M

Dunque vale il segno di nguaglianza, pertanto t'= cost e di conseguenza
7'= 7. Dalla (3.1) e dalla (3.2) segue quindi

JIBPo,={IR o, e (lelro=le'l,
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per cul

4 2
o0 = TR — =5 e+ ==

)0, = 0.

[lo
i
Quindi M’ e conformemente piatta con curvatura sealare v'= 7.

Teorema 3.2. Siano (M, g) e (M', ¢') varieta Riemanniane compatie con
?Spec (M, g) = »Spec (M', ¢') per p =0, 1.

Se dim M = n >3 ¢ = 8, allora M ¢ conformemente piatla con tensore di
Ricei parallelo se, e solo se , M' ¢ conformemente piatia con tensore di Ricei
parallelo.

Dim. Supponiamo M conformemente piatta con tensore di Ricei p paral-
lelo. In particolare M & conformemente piatta con curvatura scalare v = cost,
e per il Teorema 3.1 anche M’ é conformemente piatta con curvatura scalare
t'=17 e con

(3.5) | Jle'lPv, jﬂ!e I*2, 5 M,fHR' v, T‘IHRH% :

Ricordiamo che per ogni varietd Riemanniana vale la seguente formula
(cfr. Lemma 2.1 di[5])

(3.6) | (HR“ ) =—||VR|2—14 z (Visom) Rixpn—2 2 065 Riper Rinar
+ 4 z Rx’lthinqu:‘pha + z Ri:‘thkhmRiipa .

Per M’ (varietd conformemente piatta con t'= cost = 1) tale formula,
tenendo conto delle (2.1), (2.3), (2.4) e (2.6) del Lemma 2.1 e della (2.9) del
Lemma 2.2, diventa

4
n—2

1 4 por
(3.7) 5 AR ) =— NV'Q'HZ"GT-Z%JZ Qi et

4(2n—1) " 4
m—nm—ay el T—1)m—2)"

3

+

Per M, che ha anche Vo = 0, si ha invece

1 4 4(2n—1
(3.8) 5 A(1R]?) :—(7_”15; 2 0i50ur Qi t W}I%;_%méfllenz

4: 3
T (m—1)(n—2)* e
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La condizione %a, = Oa;, tenendo conto dell’espressione trovata nel Lem-
ma 2.3 per varietd conformemente piatte, insieme alla (3.5), implica

2(9n®— 40n?— 4n + 192)
(3.9) Ty I 200012007,

D 3__ 4 2
_ ..(9n 40mn 4n + 192) J‘Z Q:';'Q,{pg,,'g”a' +(13n ____12) f”V’Ql”2”a' .
(71—‘2) e M

Dalla (3.7) e dalla (3.8) seguono inoltre, essendo M e M’ compatte,

ror n-—2 ;. oOn — 1 ,
@1 JXewewehre=——= [V o+ 2 [tle[*on

1
e 3y,
n(n——l),;rrT Yo'

2n —1 1
I . . = e—— 2 —— 3
(3.8) HszuQme”v nn—1) JT”Q Vg ,n,(n-—_l)ﬁ}.’lf Yy .

Sostituendo la (3.7)' e la (3.8)" nella (3.9), tenendo conto della (3.5), siha

(3.10) (n—8)(bn2—2n —48)[[[V'o"|2v, =0 .
o<

Poiché per ogni intero n 34 8 il coefficiente (n — 8)(Bn2 — 2n — 48) & £ 0,
dalla (3.10) segue che V'g'= 0, quindi 3’ ¢ conformemente piatta con tensore
di Ricei parallelo.

Per il caso 3-dimensionale abbiamo la seguente

Prop. Siano (M,g) e (M',g') varietd Riemanniane compatte conforme-
mente piatte con dim M= 3. Se *Spec (M, g) = »Spec (M', ¢') con p =10,1,
allora M ¢é tensore di Ricei parallelo se, ¢ solo se, M’ ¢ a tensore di Ricei paral-
lelo.

Dim. Sia M a tensore di Ricci parallelo, allora M ha curvatura scalare
7 = cost. Usando la (3.1) e la (3.2), insieme alle relazioni |R|* = 4{o|*— 7*
e |R'||? = 4]p’|* — 1'%, & facile provare che 7'== cost = 7.

D’altronde M ed M’ sono conformemente piatte, per cui operando come
nel Teorema 3.2 si ottiene [|V'o'|2v, =0, quindi M’ & a tensore di Ricei
parallelo, o
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Oss. In [2}; Donnelly prova che se una varvietd compatta di Einstein
M ha stesso *Spee (con p =0,1,2) di uno spazio jlocalmente simme-
trico M’, allora M ¢ uno spazio localmente simmetrico. In questo risultato
sugli spazi localmente simmetrici & essenziale la condizione che M sia di
Einstein. Considerando, al posto di varieta di Einstein, varietd conformemente
piatte, abbiamo quanto segue.

Siano (M, g) ¢ (M',g') variets Riemanniane compatte con »Spec (M, g)
== ?Spec (M', g’} per p =0, 1. Se dim M = n > 3 ¢ # 8, allora M & uno spazio
localmente simmetrico conformemente piatto (com curvatura scalare costante )
se, ¢ solo se, M' ¢ uno spazio localmente simmetrico conformemente piatio (con
curvatura scalare costante v’= 1).

Dim. Ricordiamo che una varietd Riemanniana ¢ localmente simmetrica
quando, e solo quando, il suo tensore di curvatura & parallelo. Tn particolare
uno spazio Riemanniano localmente simmetrico ¢ a eurvatura scalare costante.
Per il Teorema 3.1 M ¢ conformemente piatta con curvatura scalare v = cost
se, e solo se, M’ & conformemente piatta con curvatura scalare 7/= cost = 7.
D’altronde dalla (2.6) del Lemma 2.1, per tali varietd, si ha (n — 2)|VR|?
= 4[Vp{2 e (n—2)|V'R'[|>=4]V'p'[|> Pertanto il risultato enunciato segue
dal Teorema 3.2.

4 - Varietd conformemente piatte di dimensione 4 ¢ 6

Sia (M, g) una varietd Riemanniana compatta. Se M ha dimensione 4 la
caratteristica di Eulero-Poincaré y(M) & data dalla (efr. [1], pag. 225)

(12

1
(4.1) M) = go— TUE—4]e]* + %) v, .

Mentre se M ha dimensione 6, y(M) ha la seguente espressione (cfr. [6],
pag. 602)

2437 I]R]]ﬁ—{—lﬁ z 0i50ip05p 124 z 043 OxnFizsn

1
(42) 7)) =ggs [ —12re

— 24 z Qi;‘Rimr.—Riwr—f 8 z Riky‘thpthpqu + 4 z -RijthkhmRmii) Vg .

Teorema 4.1. Siano (M, g) e (M', g') varietd Riemanniane compatte con
’Spee (M, g) = °Spee (M', ¢') ¢ con M d&i dimensione 4.
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Se M ¢ conformemente piatta con curvatura scalare v = cost, allora z(M)
<x(M'), ove il segno di uguaglianza si ha se, ¢ solo se, anche M' ¢ conforme-
mente piatta con curvatura scalare v'= cost = 1.

Dim. Bia M conformemente piatta con curvatura scalare 7 = cost.
Intanto le condizioni %a; = °a:. {1=20,1) e 7= cost, insieme alla disngua-
glianza di Schwartz, portano alla '

(4.3) Jr2,< 7’20,
¢ u'
ove l'uguaglianza si ha se, ¢ solo se, 7'== cost = 1.
Inoltre poiché M & conformemente piatta e 4-dimensionale, la condizione
g, = "a implica la

Er’”) vy — E jr2

(4.4) =Jele

Infine la (4.1), insieme alla (4.3) e alla (4.4), porta alla

2m2( (M

2(0) = [(|1®" |~ IJQ’H“rT'z)”g':f(%fz—2!!9112)%

'

”“f(IO'f” 2le'l*+ 8772, +J'(41@il —3§7%)v,
:uf'3 [0z, + 591’2@”,_1}[121)”)>0 )

ove il segno di uguaglianza si ha se, e solo se, M’ ¢ conformemente piatta con
curvatura scalare 7'= cost = 7.

Teorema 4.2. Siano (M, g) ¢ (M', g'} varietd Riemanniane compatie con
*Spec (M, g) = *Spec (M, g'} ¢ con M 6-dimensionale. Se M ¢ conformemente
piatta con curvatura scalare T = eost, allora M’ é conformemente piatta con cur-
vatura scalare v'=cost =1 ¢ con y(M') = y(H).

Dim. Per n =6 la (2.5) e la (3.3), insieme alla condizione °a2=°a;, por-
tano alla (3.4). Pertanto procedendo come nel Teorema 3.1 si ha che M’ &
conformemente piatta con curvatura scalare costante v'= 7.

Usando la (2.1), la (2.2), la (2.3), la (2.4) e la (2.5) del Lemma 2.1, dalla
(4.2) segue che

1 7

—_— T3

2M) =5z | (55

i Qip Qiﬂ) Py

Analoga espressione si ha per M'.
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Quindi per provare che y(M) = »(3'), basters provare che

9 . 9 s Y
(4.5) — — T”Q”“”D,, + szﬁQme”a = oy T”Q O IE 0849 CinVo -
10 M M 10 ar A
Da %a, = %a,, segue la

(4.6) llm_f [Vo

B/UH

19
20+ 14 [ D 040000 s | ]le
kg P4

: C o 19 -
=11 j’. ”VIQI”LU”, + 14 J"Z 0i5Q13 e ¥y’ ““E‘ J: T“Q TN
4 E's a

D’altronde integrando la (3.7), sia per M che per M’, si perviene alla

11
(4.7) 23_[“VQ”27)0+3A.£291'191»Q«'» v”_—l—() I 7llel?v,

M

ila P 11 e
=2 HV’Q o+ 3 jzeiiglvgiﬂ”a' ] T”Q A
, ! 10
x i 3t

Dalla (4.7) e dalla (4.6) segue la (4.5).

5 - Varieta Kihleriane Bochner piatte

Sia (M, g, J) una varieta Kihleriana con struttura complessa J e metrica
Kihleriana g. L’analogo per varietd Kihleriane, del tensore di curvatura &i
Weyl, ¢ il tensore di curvatura di Bochner B = (B,;,) il quale soddisfa

o 16 2 8 2
(5.1) |B]*= | & ) lel +(n—{—2)(n—i—4)T ’

ove n = dim, M.

La varieta Kéhleriana M & detta Bochner piaita se il tensore B svanisce
identicamente,

In questo paragrafo studiamo linfluenza dello spesso »Spec (p = 0, 1) sulle
varietd Kéhleriane Bochner piatte.

Teorema 5.1. Siano (M,g,J) e (M',¢',J") due varieie Kihleriane com-
patte con "Spec (M, g) = *Sepe (M, ¢') per p =0, 1 ¢ n= dimgz M >4 (3). Allora
(i) M ¢ Bochner piatta con curvatura scalare v = cost se, e solo se, M' @
Bochner piatta con curvatura scalare tv'= cost = T,
(ii) M ¢ Bochner piatta ¢ di Einstein se, ¢ solo se, M' ¢ Bochner piatta e
di Finstein.

(®) Si considera il caso n >4, in quanto per n=2 & identicamente B = 0 e inoltre
la classe delle varietd (di dimensione 2) a curvatura scalare costante & caratterizzata
dallo °Spee.
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Dim. (i) Supponiamo M Bochner piatta con curvatura scalare costante T,
e indichiamo con B’ il tensore di Bochner per M’

Dalla (5.1) segue che

) . 16 . 8 2
(5.2) 17l = oz lel — g™
. 16
(5.3) 1= = 1B+ g el
8 16 8

T'e,

“aroeTrn” il mTeeT

Come nel Teorema 3.1 la (5.2) e la (5.3), insieme alla (3.1) e alla (3.2), por-
tano alla

(13n* 4 TOn + 48) [720,> (13n% + T0n -+ 48) [7'20,,
E' '

e poiche il coefficiente (13n2 -~ 70n - 48) & strettamente positivo, ne segue che

J720,> fv'20,.
3 '
Da questo punto in poi si procede come nel Teoremsa 3.1.

(ii) Supponiamo M Bochner piatta e di Rinstein. Dalla (i) viene che
M’ ¢ Bochner piatta con curvatura scalare /= 7. Da

ST =) 00 = [ (lel*=Z) e =0,

segue infine che M’ & anche di Einstein.

Corollario 5.1. Siano (M, g,J) ¢ (M',g',J") variets Kihleriane com-
patte con n = dimp M >4. Se *Spec (M, g) = »Spec (M, ¢') con p = 0,1, al-
lora M ha curvatura sezionale olomorfa costante ¢ se, e solo se, M’ ha curvatura
sezionale olomorfa costante ¢'= c.

Dim. Segue dal fatto che le varietd Kihleriane con curvatura sezionale
olomorfa costante ¢ sono, tutte e sole, le varietd Kihleriane di Binstein Bochner
piatte con curvatura scalare v = n(n -4 2)c/4. Per rendersi conto di cid basta
applicare la proposizione 3.1 di [2]; e osservare che le varietd Kihleriane a
curvatura sezionale olomorfa costante sono in particolare di Einstein.
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Corollario 5.2. Lo spazio proiettivo complesso (P™(C), Jy, g0), munito

della metrice K dhleriana canonica, ¢ completamente caratterizzato dallo spetiro
rSpec con p = 0, 1.

Difatti se (M, J, g) ¢ una varieta Kédhleriana compatta avente *Spee (M, ¢)
= 7Spec (P™(C), g,) per p =0, 1, allora (M, J, g) ha curvatura sezionale olo-
morfa costante uguale a - 4 e quindi, per il teorema F.41 di [1], & isometrica
a (P™Q), Jo, ¢o)-

Da notare che Donnelly in [2], ha caratterizzato lo spazio proiettivo com-
plesso mediante lo spettro del laplaciano complesso [ operante sulle forme
di tipo (p, q).
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Abstract

Let (M, g) and (M',g') be compact Riemannian manifolds with the same spectrum
of the Laplacian for 0-forms and 1-forms.

In the main theorem of this article we prove that, for dim M = n >3 and 8,
(M, g) is conformally flat with parallel Ricci tensor if and only if (M', g') is so.
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