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B, RouxeL (%)

Sur les s/-surfaces d’un espace-temps de Minkowski i+ (*¥)

1 - Introduction

De nombreux articles ont été consacrés récemment a ’étude de sous-
variétés minimales et pseudo-ombilicales d’une variété lorentzienne. On étudie
dans le cas d'un espace de Minkowski les propriétés d'une classe plus étendue
de sous-variétés: les «7-sous-variétés. On en donne diverses caractérisations
4 Vaide des hypersurfaces isotropes associées et des courbures de Lipschitz-

Killing; enfin, on fournit un procédé de construction des .o7-surfaces a cour-
bures de Lipschitz-Killing constantes en chaque point.

2 - Préliminaires

M+ désignant Pespace-temps de Minkowski, on considére une sous-variété
gpatiale bidimensionnelle V2 (& plan tangent genre-espace). On associe an
point courant m de V? un repére orthonormé R{e}; on choisit les vecteurs
spatiaux e, et e, dans espace tangent 7', V* et les vecteurs e, et ¢, dans 'espace
normal T:V? (e, sera supposé genre-espace et e, genre-temps). Les équations

de connexion sont alors

(1,  dm=—o0la—o0'e, (a)=(a)=()?=—(a)=—1,
(1). Ve = wj. ® e;, W} =y}, 0¥,
(1)3 wf:—w; si @,]#4, (,ot:wi si @#4’ 0)::0.

(*) Indirizzo: U.E.R. de Math. Pures et Appl., Université des Sciences et Techniques
de Lille I, 59655 Villeneuve D’Ascq, France.
(**) Ricevuto: 27-XI1-1980.
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Le vecteur courbure moyenne H est défini par
(2) H = 1’{“’:1 + ygz) e+ (VL + ?’;2) 64} .

Soit %, v un repére orthonormé de TV ® tel que H=|H |u, on désigne par
a(H) le vecteur

H
(3) a(H) = |2 | {trace 4, 4,} v (mean allied curvature vector),

A, et A, désignant les sccondes formes fondamentales associées & u et v.

On dira que V? est une .oZ-surface spatiale de M* si a(H) = 0 [3]. Les
surfaces minimales et pseudo-ombilicales de M* sont des «7-surfaces parti-
culieres; dans la suite désignerons par 7 —V? une «/-surface qui n’est ni
pseudo-ombilicale ni minimale. De telles sous-variétés ont été étudiées dans
le cas d’espaces de Riemann dans[3],[4];,]8].

3 - Les hypersurfaces isotropes associées 2 une .o/—7V?Z;

On sait [6]; que toute V? est intersection de deux hypersurface isotropes
associées intrinséquement & la V? considérée et engendrées par les deux vecteurs
isotropes du plan normal F; = (¢, + €)/V2, B, = (e, — €;)/V/ 2.

A ces hypersurfaces sont respectivement associées deux formes quadrati-
ques o, et w, servant & définir les pseudo-courbures principales (an sens de
Rosca) de ces hypersurfaces.

Les valeurs de wu; et v, induites sur V? sont

po = 5 108 = PRI + 208 — 7 0 0f (72— 7 (03)2],
(4)
—1
Vo= S5 0%+ PR (@17 - 208, + i) @ 0% 4 (4, + P 0)°]
vz |

Il est possible de caractériser les o7 —V? au moyen des pseudo-courbures
principales des hypersurfaces isotropes associées, plus précisément on a le

Théoréme 1. Une V* spatiale de M* est une oZ-surface si et seulement
st les pseudo-cowrbures principales induwites des daum hypersurfaces zsotvopes qus
lui sont associées, sont proporiionnelles. .
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Nous utiliserons pour cela un repere particulier obtenu en prenant e, coli-
néaire & H (si H est genre espace, sinon une démonstration analogue se ferd
en prenant e, colinéaire & H) et de plus nous choisirons e, et ¢, de maniére a
diagonaliser la deuxiéme forme quadratique relative & ¢,. Dans ces conditions

(5) )’[;1')[")/32:0, 7’:1;2:0?
3 0 i ,),42
(6) .A.e:, = ( 011 ygg) ’ AQ, = (}’;: _7}%1 ) 12

et V: est une .«/-surface si
(M) 7’?10’?1 —Ya) =0,

soit p{, = 0. Le cas »3 —95, = 0 correspond aux variétés pseudo-ombilicale.
Désignons par H,, K; (vesp. Hy, K,) les pseudo-courbures moyennes et totales

de hypersurface isotrope associée & F, (resp. #,) [6];. La condition de propor-

tionalité imposée aux pseudo-courbures principales est équivalente &

(Hy)* _ (H,)*

(8) i, z, '

ce qui donne ici compte tenu de (5)

Yhtvh_ v+ oh

3 e d 3 !
11 Y1 Va2 Yu

soit ¥4, (%, —¥3,) = 0 qui n’est autre que la condition (7) que doit satisfaire
la V? considérée pour étre une .o7-surface.

Un caleul analogue dans le cas olt le vecteur courbure moyenne H est
genre-temps achéve la démonstration du Théoréeme 1.

Remarque 1. TUne telle situation a déja été envisagée par R. Rosca [6],
4 propos de sous-variétés pseudo-ombilicale de M4, les pseudo-courbures prin-
cipales étant dans ce cas deux & deux opposées.

Remarque 2. W. Bonnor a démontré [1] qu’en un point d’une hyper-
surface isotrope de M4 les sections hyperplanes sont localement semblable.
Le résultat précédent montre que les hyperplans (non normaux) passant par
un point m dune &7 — V? coupent les deux hypersurfaces isotropes associée
& cette surface selon des surfaces localement semblables.
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4 - Courbures de Lipschitz- Killing d’une 4 —V?

Si u désigne un vecteur unitaire normal, la courbure de Lipschite-Killing
K(m, u) est définie par K(m, u) = det 4,,.

Si v est genre-espace

% = chfe, + she, .

On trouve en utilisant un repére ol ¢, est colinéaire & H supposé genre-
espace

(9)  K(m, u) = — ch20y3, 95, — sh0 ch0(y3, y3; — ¥3,75s) + sh*0((¥5)® + (¥1)?) -

Dans le cas ot H est genre-temps, nous utiliserons un repére oit ¢, est colinéaire
2 H et ou Ae, est diagonale; on trouve alors pour @ = shfe, - chfe,

(10)  K(m, W) = Oy, ya, + 810 chO(y5 v1y — #1i i) —80*6((V3)* + (41)%) -

On trouve pour chacun de ces eas
d K 1 ()3 3 d Kim. @ R S 4
a—O (l)n} ,u')l)=0 == ')’11(7/22 — }In) ] (Té (777’? ’16)0=0 - yll(yll - ‘}}22) b

d’ott Yon déduit compte tenu de (7) et d’une condition analogue dans le cas
ot H est genre-temps, le

Théoréeme 2. Une surface genre-espace de M+ est une s/-surface si et
seulement si en fout point la courbure de Lipschite-Killing est extrémale dans la
direction du vecteur courbure moyenne.

Ce résultat est & rapprocher de la caractérisation donnée pour les sous-
variétés pseudo-ombilicales par C.S. Houh [4],.

On est alors conduit & étudier une eclasse particuliére de o7 — V?: les sur-
faces pour lesquelles en chaque point la courbure de Lipschitz-Killing ne
dépend pas de la direction considérée. Nous appellerons ces surfaces par abré-

N

viation: surfaces & cowrbure de Lipschitz-Killing constante.

5 = Les surfaces & courbures de Lipschitz-Killing constante

En tout point d’une telle surface la courbure de Lipschitz-Killing est
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constante ce qui, compte tenu de (9) donne

(11) 7’213’:1 - 7?1'}’32 =0, (7:2)2 + (7:1)2 - V%?’?l =0.

On sait par ailleurs que les points focaux du plan normal & une ¥V ? (points

communs a un plan normal et aux plans normaux voisins) sont répartis sur
une conique dite conique de Kommerell, dont 1’équation est dans le cas général

(12) wz(,yiil 722 — (Viﬁ)g) - my()’; 722 + y:z)’il - 27:132 7:2) + :1/2(7:1 732 - (y‘:z)g)

+ eyl F 5 —yrh Fre) +1=0.

On voit alors d’aprés (12) que dans ce cas le conique de Kommerell est un
cercle. Dans le cas onl la courbure de Lipschitz-Killing est donnée par (10) le
résultat est le méme.

De telles surfaces ont été étudiées en particulier par R. Calapso [2]. Nous
nous proposons d’en donner un mode de génération.

Nous aurons done pour une telle surface dans le cas ol H est genre-espace
et aprés particularisation du repére

I3)  7=0, YL —VR =0, yirh— (L) —(R=0.

(a) Si V7 n’est pas pseudo-ombilicale, 53, — 3, 5 0 et done 94 = 0.
On a alors

(14) V=0, h=yL=0, Y —0Lr=0.

Le réseaun conjugué unique porté par une telle surface est donné par
wlw; — wiwd =0.

On constate & l'aide de (14) que les deux familles de courbes du réseaun
ont pour équations

(15) @} — o} =0 et 0 wt=0.

Désignons par II+ Ihyperplan isotrope défini par e, ¢,, ¢ - ¢, par IT-
Phyperplan isotrope défini par ey, €,, ¢, — ¢.
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On constate que, si m décrit une courbe de la famille w}— wi=10,

(16), de; = 60:1’(03 + e3) -+ wi sy
(16), de, = wi(e; 4 ¢,) — wie; (mod 0} — w}),
(16)s d(es -+ €)= wies =+ ey) .

On obtient un systéme analogue avec 'aufre famille et ¢; — ¢,. De méme,
si H est genre-temps on obtient un systéme semblable.

(b) Si V? est pseudo-ombilicale y3, — 3, =0 et I'on a alors

?’gz =0, Y11= Ve 7’21 + 7’;2 =0, (7§1)2 _ ('}’:1)2 — (7’:2)2 =0.

Les équations (15) représentent les courbes du réseaun conjugué et les équa-
tions (16) sont encore vérifiées.

Dans tous les cas, on en conclut que Phyperplan [I+ demeure fixe quand m
décrit une courbe d’une famille du réseau conjugué. Lorsque m décrit une
courbe de P’autre famille c’est le plan 77— qui demeure fixe. Il apparait dans
ces conditions que les hyperplans isotropes II* forment une famille d"hyper-
plans & un parameétre, de méme pour les hyperplans I7-. Soit (I) une trajectoire
orthogonale de la famille (/It); II* étant un hyperplan isotrope, (I) est une
courbe isotrope dont If+ est ’hyperplan pseudo-osculateur au sens de R.
Rosca [6];. De méme & la famille des hyperplans /I- on peut associer une autre
courbe isotrope (J). On en déduit le

Théoréme 3. La famille des plans tangents dune o —V? & courbure de
Lipschitz-Killing constanie est formée de Vintersection des hyperplans pseudo-
osculateurs de Geuwx courbes isotropes de 4.

On peut montrer aisément que réeciproquement tout couple de courbes
isotropes de M* engendre par ce procédé, une o7 — V7 & courbure de Lipschitz-
Killing constante.

En utilisant la nction de courbes pseudo-isotropes [7], on peut remplacer
le Théoréme 3 par le

Théoréme 3. La famille des plans tangents d'une &/ —V?E & courbure
de Lipschitz-Killing constante est formée de Vintersection des hyperplans oscula-
tewrs de deuw cowrbes pseudo-isotropes de M.

11 en résulte également que toute &7 — V? & courbure de Lipschitz-Killing
constante peut étre engendrée par l'intersection des plans osculateurs de deux
courbes pseudo-isotropes de M*.
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Comme par ailleurs on sait qu’a tout couple de courbes isotropes de M*
on peut faire correspondre une surface minimale (engendrée par les milieux
des segments dont les extrémités déerivent les deux courbes considérées) on
en déduit qu'a tout & —V? & courbure de Lipschitz-Killing constante cor-
respond par plans tangents orthogonaux une surface minimale et réeiproque-
ment. On obtient ainsi un procédé simple de construction des surfaces mini-
males associées aux surface & courbure de Lipschitz-Killing constante et dont
Pexistence avait déja été montrée par L. N. Krivonosov [5] dans le cas d’un
espace euclidien quadridimensionnel. :
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