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GIOVANNA REMORINI (%)

Su una classe di moti nella magnetofluidodinamica
con effetto Hall (**)

1 - Introduzione

Si considera un fluido omogeneo, incomprimibile, viscoso (stokesiano lineare)
di viscositd cinematica » costante, elettroconduttore di conducibilitdy elettrica ¢
costante, soggetto a forze di massa non elettromagnetiche che ammettono un
potenziale per unita di massa U, tenendo conto dell’influenza dell’effetto Hall.

Per un tale fluido si studia nellambito delle equazioni non lineari della
Magnetofluidodinamica (MFD) — schema del continuo — il moto nel easo
che il campo di velocitd e il campo magnetico siano indipendenti dalla coor-
dinata # di una terna cartesiana di riferimento. Tale tipo di moti MFD & stato
studiato in [2], (*) trascurando Peffetto Hall; in [2]; inoltre il fluido & consi-
derato perfetto conduttore dell’elettricitia. Scopo principale del presente lavoro
& quindi quello di estendere lo studio effettuato in [2]; al caso in cui il fluido
¢ dotato di condueibilitd elettrica finita e non & trascurabile Peffetto Hall (3).

In particolare nel presente lavoro si cercano classi di soluzioni esatte se-
guendo il metodo indiretto. Per quanto riguarda questo metodo in idrodina-
mica cfr. [1], sect. 4a; le considerazioni di [1] si estendono agevolmente alla
MFD (cfr. [3], n. 3).

(*) Indirizzo: Istituto di Meccanica Razionale, Facolta di Ingegneria, Universita,
Via Diotisalvi 2, 56100 Pisa, Italy.

(**) Ricevuto: 25-X1-1980.

(*) Nel caso puramente idrodinamico questo tipo di moto & noto come « moto
pseudopiano di seconda specie» (cfr. [1] sect. 27 e sect. 52).

(%) E noto che l'effetto Hall ha una importanza notevole in vari casi di interesse
in MFD e, in generale, nella Fisica Matematica dei plasmi (efr. per es. [2], e la biblio-
grafia ivi indicata). ‘
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Al n. 2 si stabiliscono anzitutto le equazioni alle derivate parziali cui devono
soddisfare le quattro funzioni incognite fondamentali del problema: la fun-
zione di corrente y, la funzione del campo magnetico y;, v, e B,; tali equazioni
caratterizzano analiticamente il moto in esame. Sempre nel n. 2 (oltre a rica-
vare la pressione per quadrature) si ottiene una larga classe di soluzioni esatte.

Al n. 3 si determinano alcuni integrali delle equazioni stabilite al n. 2
esaminando il caso stazionario.

Il lavoro termina al n. 4 con un’osservazione relativa al caso in cui sia
applicabile Papprossimazione lineare.

2 - Equazioni caratteristiche del problema

Per il fluido in esame le equazioni non lineari di base sono (in unitd di
Gauss)
ov

1
(2.1) Fri »V2o — rotwvAv 4 grad (U—ple —v2/2) + i rot BAB,
oB ! ! e _ Puct
(2.2) '—5; = 10t ('U/\B) + 'V,,,,V2B + {3 rot (*B/\lo‘b B) (vm == 4.71‘”0" /3 - 471:”) .

(2.3) dive =0,
con la condizione
(2.3) . divB=20.

In esse ¢ ¢ la densitd (costante), u la permeabilith magnetica (costante),
¢ la velocitd della luce nel vuoto, v, il coefficiente di viscosita magnetica e By
il coefficiente di Hall.

Le incognite fondamentali sono » e B. Infatti, note v e B, il vettore den-
sita di corrente elettrica J é dato dall’equazione di Maxwell

4
(2.5) J= 4_.’/';/; I’OtB;

dalla legge di Ohm generalizzata si ricava il campo elettrico E

_J vAB
(2.6) E=-——

+ BuJA\B,

e dalla (2.1) si ricava grad (U — p/o — v2/2) e quindi per quadrature p.
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Nel moto in esame &
v = 042, Y, )+ 0@, Y, O] + v(@, Y, Ok = v.(2,9,1) 0.z, 9, 0) k,
B = B,(2,y,1) + B.(z,y, ) k.
Bssendo div (v.k) =0 e div (B.k) =0, da (2.3) e (2.4) discende la possibi-
litd di introdurre le due funzioni scalari y, funzione di corrente, e u,, funzione

del campo magnetico, definite a meno di una arbitraria funzione additiva del
tempo, tali che

oy oy
(2.7) 'Uac_"a‘gy 'Du*_'a_wy

_ Oys _ Oy
(2.8) B“——E_g/’ Bv*“—%‘y

ovvero v, = grad yAk, B, = grad yz\k.

Coincidendo Vequazione di moto (2.1) eon quella esaminata in [2], nel caso
Px =0, v, = 0, valgono ancora le considerazioni fatte sulla (2.1) in [2], al
n. 2 ed in particolare sussistono le

2 s, 1 D@ Vi) 1 D(ys, Vi)
(2.9) a =V dape  D(w,y)
2, D(y,v:) , 1 Diys, B.)
— 2 =
(2.10) a — oV Vy— ($’ y) 471:”9 _D({B, y) G(t) ’

dove D & simbolo di determinante funzionale e C(¢) una funzione arbitraria
del tempo.

Inoltre dalla (2.1) si oftiene, integrando, la pressione p in funzione di v,
'z/)B) ’vzy Bz

(2.11) —=—

oy op 1 0v: | Viy, oy 1 0B:
— —_ 2 T e ——
“,{ Latay ="V 5 = V"% 2% T Tmug de T g G0

]dx

_{_“ +V2 Ve oy 10v? szpB% 1 oB?
ata

va Oy 20y ' 4dmug 0y ' Smug oy 7y =y Bz+1()
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dove x,, ¥, sono due costanti fissate ad arbitrio ed f(f) ¢ una funzione arbi-
travia del tempo. Se si fa 'ipotesi che, oltre a v ¢ B, anche U — p/o sia indi-
pendente da z, risulta C() = 0 e di conseguenza la (2.10) assume la forma

0 D(yp, v.) 1 Dys, B.)
(2.12) 5% T T B,y T dmag Dl y)

Dall’equazione del campo magnetico (2.2) si ha

(2 ot = rob (0,\B.) + VB, + f grad [ 02T

Dy g

0B,

0B, Py, V2Ug)
ot

@2 Dk =10t (B, k) + 10t (0.kAB,) + 9, V:B, k— f 2 s
3

Proiettando (2.2) su i e j si ha, a meno di una funzione arbitraria del tempo
che possiamo supporre nulla, integrale

(2.13) ~gt——-5(~——)—-vmV2%~ﬁ D)

La (2.2)" fornisce poi 'equazione scalare

0B, . Dy, B,) D(v., y5)
24 T D,y " Diw,y)

2 D(yp, Viyg)
+'va Bz_ﬁ D(x, y) -

Le (2.9), (2.12), (2.13) e (2.14) sono le cercate equazioni differenziali cui
devono soddisfare le quattro funzioni incognite fondamentali o, vz, 2., B..
Bsse caratterizzano analiticamente il moto MFD in esame.

Osservando le equazioni (2.12), (2.13), (2.14) si nota che vi & interazione
tra il moto piano e quello Iungo 2.

Condizione affinché in particolare sia ammesse un moto piano (v, = 0,
B.=0) & che sia D(ys, Vyz)/D®, y) =0 (vedi (2.14)), ciod che sia
k-rot (BATot B) = 0.

Se risulta D(yg, B.)[D(x, y) = D(ypg, V)| D(z, y) = 0, cioe se la forza ma-
gnetica per unita di volume (1/4mu) rot BAB & conservativa, le equazioni (2.9)
e (2.13) sono le stesse che si avrebbero in un moto MrFp piano (con la (2.9)
puramente idrodinamica); le (2.12) e (2.14) sono poi soddisfatte, qualunque
siano y € s, da v, = cost, B, = cost.

Dalle osservazioni precedenti segue che sovrapponendo nella direzione del-
Pagse #z un moto uniforme e un campo magnetico uniforme ad un possibile
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moto MFD piano si ottiene un moto MFD ancora possibile; inoltre il campo
magnetico non influenza il moto (efr. (2.9) e (2.12)) ma solo il campo delle
pressioni, mentre il moto influenza il campo magnetico.

Se in particolare yp; = cost, cioé B, = 0, si riconosce f‘xmlmente che lequa-
zione (2.13) & identicamente soddisfatta e le equazioni (2.9), (2.12) e (2.14)
assumono rispettivamente la forma

_ 0 D(y, V2p)
(2.15) 5 Vap = 9Viy 4 Doy
0 D(y, v.)
(2.16) 5 U V2o, 4 " D)’
i o ., D(y, B.)
(2.17) 3 B, = v,V?B, - D,y

La (2.15) & Yequazione cui deve soddisfare la funzione di corrente in un
moto piano; le (2.15) e (2.16) sono le equazioni che caratterizzano un moto
pseudopiano di seconda specie puramente idrodinamico (efr.[L], sect. 52);
inoltre le (2.16) e (2.17) sono della stessa forma e si possono ottenere una dal-
Paltra scambiando », con B, ¢ v con »,. Si oftiene cosi una larga classe di
soluzioni MFD: il campo di velocitd & lo stesso ehe si avrebbe in un moto pura-
mente idrodinamico pseudopiano di seconda specie e si ottiene sovrapponendo
ad un moto piano parallelo al piano Ozy (moto piano primitive) un moto per
rette parallele all’asse z e di velocitd v, ottenuta integrando 'equazione di tipo
parabolico (2.16) (cfr. [1], sect. 52); il campo magnetico B = B.k si oftiene
semplicemente sostituendo », a v e B, a v, nell’espressione di v,.

Per esempio sono soluzioni (per » cfr. [1], sect. 52):

(1) y armoniea, v, = b, pp = by, B, = by, con b, by, b, costanti arbitrarie;

(2) p=a(t) + aly, 1), v.= (¢ (0cf0t) + b, ps="0;, B,= (¢,f¥n)(0ct:[0)
~+ bs, con ¢, ¢, b, by, b, costanti arbitrarie, a(f) funzione arbitraria del tempo
ed ofy, 1), ai(y, t) tali che

2

P _da Oy Bon _
byt ey a

(3) usando coordinate cilindriche (cfr. [1], sect. 37 e sect. 52)

v, =0, vg=0v0,1t), v.,=9("1t)+b, B=B.k, con B,=g,(r,t)+ by,
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dove b, b, sono costanti arbitrarie, v(r, 1), g(r,t) e g;(r, ) sono tali che

e lov 1 ov 0% . 10g

dg
—a—r;—l—

e T T Y R

0%, 1 0g, 0g:
e ) T =

Se in particolare B, = cost, la (2.12) e la (2.13) sono dello stesso tipo e si
possono ottenere una dall’altra scambiando v, con y, e » con »,; la (2.14) for-
nisce l'integrale

(2.18) v+ BV = F(y;) .

3 - Caso stazionario

Nell'ipotesi che il moto MFD sia stazionario, cioé che v, vy, v, B, non
dipendano esplicitamente dal tempo, se il fluido & perfetto conduttore del-
Telettricita (v, = 0), 'equazione (2.13) si pud anche scrivere nella forma

Dy —BB., ¥s) _

0
D(=,y) !

che fornisce I'integrale

o, v ()
B,=°5— ,
(3.1) B 3

dove F(yz) & un’arbitrarvia funzione di . Il problema & cosi ricondotto alla
risoluzione di un sistema di tre equazioni differenziali nelle tre incognite
Yy ¥y V.. . i

Se poi il fluido pud ritenersi anche non viscoso (v= 0), sussiste un altro
integrale. Infatti la (2.12) si pud scrivere nella forma

D(w, v, + (1/dmuof)ws)

D@, 9) =0
da cui segue l’integrale
v+ o = 6(y)
(3.2) « ¥ Trpop Y= G{y),
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dove G(y) & un’arbitraria funzione di . Il problema si riduce pertanto a risol-
vere il sistema, dipendente da F(wz) e G(y), di equazioni differenziali nelle
sole incognite y ¢ yy

_ D(y, V) 1 D(ys, Viyg)

=Dy Tmm Doy
(3.3)
0 = _ 1D Fys) n D(G(y) + Vs, ¥s)
B Dz, y) D(z, y)

La seconda equazione di (3.3) si pud serivere anche nella forma

D(V2py, )

1 D B
0 = (6 — Py B 4 p D

(@, ¥)
Soluzioni particolari di (3.3) si ottengono per G'(p) — F'(wg)/f = 0; in tale

caso il sistema (3.3) si serive nella forma

_ Dy, Vp)
D(x, y)

0 = PWs, V)
D(x, y)
Si riconosce facilmente che soluzioni del sistema (3.4) sono per esempio:
1) Vip =0, Veyp = 0;
(2) V2 == ¢, V2y,==¢,;, ¢ e ¢, costanti arbitrarie (cfr. [1], sect. 16);
(3) y = F(x)y, yp = G(x)y con F(r) e G(x) tali che (cfr. [1], sect. 18)

2 x) — Fla)B"(x) =0, G2 (x) — Ga)G"(x) = 0;

(4) p(w), ws(z,y) soluzione di D(ywz, Vi) D(z, ) = 0, cioé sono am-
messi moti per rette lungo x (analoga situazione si ha per I'asse y).

Si osservi che per » = »,, = 0 moti per rette lungo x(y) sono ammessi anche
se G (p)— I (pz) 54 0, per esempio
—1
dmpof

I(yy)
B

v(@), yu(@), vl@)= e Gy),  Biz) =

i

6 soluzione delle (2.9), (2.12), (2.13) ¢ (2.19) qualunque siano p(x), ys(x),
Fyz), G(y).
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Peraltro moti per rette lungo w(y) sono ammessi anche in presenza di dis-
sipazione per B, = cost. Soluzioni delle (2.9), (2.12), (2.13) e (2.14) per esempio
SOnO:

(a) se » =10, »,5=0,

p@)=az+b, yuly) =h-+esp[— (appn)y], v.=k, B,=oc,
con a, b, ¢, h, & costanti arbitrarie;

(b) se 50, v, =0,

@) =ax-+b, yul@)=ha*, wv,=-—6fx-+-k, B,=c,
con a, b, ¢, h, k costanti arbitrarie;

(c) se v==0, 9,550,
p@)=ar+b, yuy)=exp[~(ap)yl, v.(y)=exp[—(aply]l, B.=c,

con a, b, ¢ costanti arbitrarie.

4 « Un’osservazione relativa al caso lineare

Supponiamo che nello stato imperturbato il Aluido sia in quiete e sottoposto
ad un eampo magnetico uniforme di vettore induzione B,, costante nel tempo,
omogeneo nello spazio e diretto come 'asse x: vy = 0, B, = B,i. Sia b il vet-
tore induzione magnetica del campo indotto, cosi che B = B,i - b. Suppo-
niamo che il moto sia sufficientemente lento e il campo magnetico sufficiente-
mente debole da poter trascurare i termini non lineari in v e b e nelle loro
derivate.

Le equazioni (2.9), (2.12), (2.13) e (2.14) nell’approssimazione lineare si
serivono per il moto in esame (3)

0 B, 2
/ Ve = 4 o Y \
(4.1) ati »V w+47w@ — Veyy,
0 B, ?
(42) At PR
S Vs = v Yoy -+ By Vop — By Vi
(4.3) 5 V2= Viys+ 55 y—p 055 V 0
ib~* Vﬁb—}—Ba +[;B_a_ve,
(4:4:) at z = Uy z oé‘—m’l)z ox 1/8,

() Si noti che (4.1) e (4.2) sono della stessa forma e si possono ottenerec una dal-
laltra secambiando V*p con v_ e Viy, con b_.
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Val la pena osservare esplicitamente che interazione tra il moto piano e
il moto lungo # permane anche nel caso lineare e cid al contrario di quanto
accade in assenza dell’effetto Hall.
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Summary

In this paper we present the study, in magnetofluid-dynamics (MFD), of the motion
for an homogeneous, viscous, incompressible, electroconductor fluid; the Hall effect is also
taken into consideration.

The magnetic field as well as the velocity ficld are assumed to be independent of the
z cartesian co-ordinate.






