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SERAFINO PATRIZIO (¥)

Derivata numerica

secondo i divisori ed alcune applicazioni (**)

Alla memoria del prof. FRANCO PELLEGRINO, amico ¢ collega

T1 presente lavoro ha lo scopo di ottenere in modo organico molte formule,
di eui alecune note, legate al concetto di derivata numerica secondo i divisori.
Esso vuole essere un ulteriore [8] contributo alla Teoria delle Funzioni Aritme-
tiche iniziata da Cipolla ([2],,) sviluppata da F. Pellegrino (*) ([9],, 2 e
basata sul ecaleolo numerico-integrale di M. Cipolla.

1 — B opportuno dire che con I si indica Panello il cui sostegno & Pin-
sieme delle funzioni a-itmetiche, funzioni cicd definite in N, ed a valori in C.
Ivi sono definite 'addizione

S: (f + 9)(n) = f(n) + g(n) Vi,gel e Vne N,
e la moltiplicazione integrale

P (fxg)m) = S Hdg(5)

dln

L’clemento unitario di I ¢ la funzione « che & uguale ad uno per n=1

(*) Indirizzo: Ist. Mat. Universith, Via Roma 33, 67100 L’Aquila, Italy.
(**) Ricevuto: 31-VII-1980.
(1) Si presuppongono noti i concetti, le nozioni e le notazioni introdotte ed usate
da T. Pellegrino i cui lavori, unitamente a quelli di altri Autori, sono riportati nella
bibliografia. Per le notazioni si veda anche [8).
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¢ a zero per n e N,. Il prodotto integrale di feI per la funzione 4, che &
uguale ad uno in ogni n € N,, dicesi integrale numerico di f e si denota con

[fn) = (f xw)(n) Zd!E f(d) .
Dicesi ordine di una funzione aritmetica f, e si indica con x(f), il piu pic-
colo naturale in cui f & diversa da 0.
L’ordine del prodotto integrale di due funzioni & uguale al prodotto ordi-
nario degli ordini (teorema dell’ordine, [9]),).
Con 4, viene indicato [9]; I'operatore lineare di I definito ponendo A,f
= gXf, V/eI. Per lo studio di 4,, per g = u, vedasi [9],.

2 — In questo lavoro ci occupiamo dell’operatore 2 = Ap, essendo p = u?
la funzione di Mobius. Si osservi che 'operatore A, che indicheremo con 9,
¢ un elemento del gruppo ciclico 4, X7, ne + N,, degli operatori generati
da 4,. L’operatore 0 si dice derivata numerica secondo i divisori e, per ogni
f €1, la funzione aritmetica of si dice derivata numerica di f secondo i divisori
0 brevemente derivata numerica di f ([2), p. 12).

Cid posto osserviamo che per il teorema dell’ordine [9]., si ha subito che
Pordine della derivata numerica di f coincide con quello di f. B anche utile
osservare che da of = 0g segue f=g e viceversa. Inoltre essendo (191,,
p. 463) Kx'= pu/K, Ke C, si ha A<= (1/K)3, e quindi YE eI

A7 = 07X = (o)) = 3 (wxf=ux L =o(L).

B poi evidente che, per essere la moltiplicazione integrale associativa, si ha
o(fXg) =0f xg =fx0g, fxg=20fx[g=[fx0dg, da cui per g = u, si ha

(2.1) (JHx = ap<* (x(H) =1),
e per g = u
(2.2) (@t =[t () =1)

Dalle relazioni (2.1) e¢ (2.2) si ha inoltre

(2.3) PF=10NT =000 (alf) =1).

E poi evidente che A, A,= A, 4, =A4,=1, ¢ quindi Vfel [3f
= 0ff=1/. In altri termini la g=[f equivale alla relazione f = dg.
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Questo risultato costituisce il « principio di inversione» di Mobius-Dedekind-
Liouville, che ¢ caso particolare del molio pit generale « principio di inversione »
del Cipolla ([2],, p. 8).

In generale, Yfe I risulta

72

(2.4) (8f)(n) = (af)( H p“)*i# f(z)

=7 g’f P +Z‘7 PDs ,<,z<{(p p) T
% (z)egs(r) ﬂq%)'
oy
In particolare
(2.5) (@NH(p") = f(p")— f(p*) (teN,).

3 — A notevoli relazioni conduce I’applicazione dell’operatore ¢ alle classi
M e € degli elementi moltiplicativi ¢ completamente moltiplicativi (v. [91,).
Infatti essendo ue #, Vie # si ha of e # e quindi, dalla (2.5) segue la for-
mula

@n(m) = EH([T:2%) = [T (o) — F(p) (fe),

che, nel caso particolare di fe ¥, diventa

(3.1) @N(IT24) = T f ) (f(p) — 1) (fe®).
La (3.1) si pud anche serivere

(L = ¢ LT @aie) =1 se fmyzo (@)

(3.2) (of ¥) = i
! \o se fn) =0 (fe®)

e anzi, quando sia f(n) = 0, alla (3.2) pud darsi la forma

1

(3.3) (@f)(n) = f(n) H =) (fe®; fin)0) .
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B da osservare adesso’ che la (2.3), nell’ipotesi JfeBw (cssendo %y
= % — (0)), d& ([9];, p. 500) '

(3.4) P = fu | (lf € %a)

mentre nellipotesi of € ¥, si ha

P = e (uxfy = (X f) = uxXpof=ouef,
¢ cioé

= 0(u of) = ou of (of eCw) -

Queste formule danno wna espressione dellinverso integrale degli elemenii
je A tali che sia vispettivamente [f € € ¢ of € €. Ad esempio

o e Xt
Lo —— e .
(3.5) o, = ouN

Sempre nell’ipotesi ¢f € €. dalla (2.3) segue facilmente la formula, in forma
un po’ diversa, gia nota al Cipolla ([2],, p. 10),

0 se-t,> 2

i n) = < 1(H pY) = \/

r (Z:] ey 1y 0f€ .
T () — A1) se ti< 2 R A
1

In particolare

e se 1,>2

\ }OK(n/d’n) se 1; (II/ = 1’ T ?.) !

(3.6) v<Hn) =vx“(IiL pY) = wé(n) =

dove d2, ¢ il massimo quadrimto che divide # ¢ la (3.5), per g= 1, pud essere
precisata nella

0 se {;,>2

X1 It . Lty —— / r
o (n) =0 11—[1?/5) ST et 2 =10 (E=1,...,7)
Dalle relazioni
(3.7 (fuf) (n) = Ii—l (1—1) fe€w
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(p. 497 i [9];) e dalla (2.2) segue facilmente

(3.9) @) m) = [T —f@) (f€Fw; nel,),

aln )
ovvero ([uf)*™ =0f e ([u*f)<" =f-8Ax3f (f&Bw).

4 - Riteniamo ora opportuno di esporre varie relazioni che, oltre ad avere
interesse generale, sono utili per ottenere la somma di numerose serie di
Dirichlet, come del resto pud vedersi scorrendo i n. 3, 4 e segg. di [9],.

Tenuto presente [9];, p. 433, dalla definizione di Q €I e, osservando che
& Qe ed f(Q)e.#, si ha

T T

(@) (n) = (F@)IL:p¥) = [T A ™ (fed).

1 1

Alla (3.1), tenuta presente la (3.9) pud darsi allora Ia forma

(4.1) of = (— LFH@) ()" .

Tenendo presente la (35, 48) di [9];, dalla (4.1) si ha

- x=1_ i K_?_z_“?j
(4.2) @f* = (—1) f(Q)——ffo-

Questa formula ¢i da un’altra espressione della (3.9) e della (3.4). Tenendo
presente poi la (35,48) di [9];, la (2.2) e 1a (4.2) si ha

1o
(23) IR YT

Del resto, dalle (3.3), (3.8) e (4.3) si ha

A
(4.4) 3f—fff f(af): ’
101 1
(4.5) a—f=-ff/«cf=7(6f) ;

e quindi 3fa(1/f) = ()< *(a(1/H)) <~

11
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Dalle formule date si ottiene facilmente

Si noti che la (4.5) poteva ottenersi anche dalla (35,48) di [9], formula che,
nel easo fe€ %, per le (3.7), (3.9), (4.4) e (4.5) pud scriversi

N @<

i 2
) =D Garp

of !

(—1)%

e dall’essere fe €, che comporta f(N) = f(@) f(N/Q), si ha anche

RPN (167))
1Q) = (=10 S = (1

of
o(1/f)

(fe ¥).

Volendo esprimere 8(1/f) in funzione di of, basta cambiare f in 1/f nella
(3.1) e confrontare I’espressione ottenuta con la (3.3). Si ottiene

)1 JQ)

7= DR o = ()

11(Q) (fe Cw; f(n)5=0).

Infine dal confronto di (4.4) e (4.5), tenendo presente che se fe % € a
valori non nulli e g & di ordine 1 vale la relazione (f-g)< '=f-¢g** ([91,, p. 450),
si ha

(Jufy<*= of =4[ 4;_ (f € C; f(n) 5 0) .

Essendo, per ogni elemento di I normalizzato ([9), p. 497), e quindi in
particolare per ogni fe.#, (9f)(p) = f(p) — 1, si ha [uff- [u?[of = u.
Supposto ora je ¥, tenendo presenti la (3.8) e la (4.4) si ha

§

i

/'(’2._ 1x‘1 'lﬁ— zx—l /L?_Bf “_

Si perviene ciod alla relazione [u?[of = f[of, il cui caso particolare, per
f= N @& ben noto.

5 — Usando le formule stabilite si ottengono interessanti relazioni per
alcune classi di funzioni. Ricordiamo che dalla dimostrazione che ¢ & molti-
plicativa segue ¢ = oN.
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La (3.3) ¢i da allora la nota espressione, Yn e N,,

—-nH(l———)

»in

Posto poi, per definizione, p,= 8N¢, o,(n) = > d9, (g€ -+ N,), risulta oy Oq
din

el Pp,=Ni=0, (g€ &+ N,), ovvero g,= oN?*= 9%, (g€ + N,), nonche
Po(n) = n2 [T (1 —1/p%), (neNy; g€ £ No) (3.

2ln
Dalla (4.5) si ha poi @, = Ne[u/N¢, nonché g¢,e.4% @ l)=1 e @gs)
= ({ls— 0)/L(s), (g€ £ No) (¥).

Inoltre

(5.1) PaX¥ = 0, (ge £ N,).

Dalla equazione caratteristica ([9],, p. 447) degli elementi di % e dalla
distributivita del prodotto ordinario di una funzione f € %, rispetto al prodotto
integrale di due qualsiasi elementi di 7, si ha

(5.2) @y X0o,= Ny (ge 4+ Ny,
da cui segue (¥N9)(s) = {2(s — ¢).
Dalle (5.1) e (5.2) segue poi ¢, X»X = NiyxaX (g€ & N,).

Tenendo presente poi la (3.5) di [8] si ottiene facilmente

- 1
[T e(d) = net@ra) TT, (1 o b (/P (g += N,),

d|n 1 i
mentre dalla (3.4) segue

(P?—XZJ‘(NQ)X_IZJ‘IJ‘NQ (ge = Ny,

(*) Queste funzioni si incontrano nella teoria dei gruppi abeliani. Per ¢ = 2 la fun-
zione g, interviene anche nella teoria delle funzioni modulari ellittiche [6] e nella teoria
delle sostituzioni ([1], p. 351).

(%) Cfr. [9]; dove & indicato con I* I'insieme delle funzioni f € 7 tali che } = Z,, f(n)[ne
sia convergente.
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e ricordando la (35,20) di[9], si ha

(@) m) =TT (@ —pv (ge + Ny .

oln

Altre importanti relazioni, in cui compare la g, sorgono quando si consi-
derano le classi di funzioni C. e D, che danno, Yn, r € N, rispettivamente la
somma delle potenze r-esime di tutte le radici n-esime di 1 e la somma delle
potenze r-esime di tutte le radici n-esime primitive di 1.

Posto allora n = exp [2mz¢/n] si ha [5]

nl 70 se nfr
(5.3) Co{n) = zqnqr -7 '
1 1 se nir,

ed anche [7] C,=[D,, nonché il risultato d1 Holder [5]: O,, D, e .
Si trova inoltre la formula

n)——Zd,u(—

d|(n,r)

formula alla quale pud darsi la forma di Ramanujan-Hoélder

s o _ uln/(n, r)) p(n)
(5.4) 20 = D == g, 1)

ritrovata anche dal Gagliardo [3].

Possiamo scrivere allora, per la (2.5),

1
H pi) = 11 (Gp) — Coi)
ma dalla (5.3) si ha C.(pf) = p¥ se p¥fr, C.(p¥) = 0 se pi’kr, e quindi risnlta

D, (n) = D H = [1p{7 (e &ip;i—1),
1 P T
dove & =0 se pj{r, e;=1 se p|r o anche
. . 0 se pilpr (4 =1, ..., 1),

—Dr(].:.[!pil) \ _D( H P; w;p —_— H piwi‘l (Ejp,"‘“l) .

Py W 111‘ pJ‘LDj—'ll,r
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Da notare poi che dalla (5.4) si ha ([3], p. 272) D.(n) = @(n) se (n, ) = n,
Dn) = u(n) se (n,7)=1, e seguono a.nche le formule, anch’esse ben note,
Dy =pu, C,=uw, >xexp[2Kxi/n] = = > cos 2Kn/n, mentre, sempre dalla
(5.4), segue D.(n) = D,(n) s¢c r=s (mod. n).

Infine per le funzioni g ([91,, p. 470) e y” ([9],, p. 478), indicatrici rispet-
tivamente delle potenze r-esime e dei numeri non divisibili per una potenza
r-esima, si ha :

aﬁ(r) — (y(r))x“l’ (r) ﬂ(r)
ed in particolare
BO=1 o FpU=0l=@VT,  HO= (T =0lul, =],

6 — In questo numero vogliamo parlare brevemente delle derivate delle
funzioni additive. Indichiamo con 7 la classe delle funzioni additive e con &
quella delle funzioni logaritmiche [8].

# opportuno’ osservare, e ci sard utile in seguito, che Vae o7 &

70 se nEpt

(6.1) (fw)(ﬁ)=/\ (pe; ~teiV1; ac ).

—a(p) se n=27p}
Infatti, mentre si ha subito
(Ju)1) =0  (aes),
per ogni naturale di ordine 1, n = p¢, &

(Jua)(p?) = p(l) a(l) 4 p(p)a(p) = — a(p), (ae ).

, :
Per ogni altro naturale n = [[;p¥, con »>1, si ha invece
1

Jpa) (T p) = S (WTTe2) 3 atot) = S (-1 2 alpM)
=3 (atp) 31y () =0

sussiste dunque la (6.1).
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Dalla (3.4) di {8], per f = u, ed essendo pe.# si ha facilmente

(6.2) (@ X )(n) = (2a) n)_/O se n£=pt (leNy;ae o7; peP)
“J Na(pt) — a(pt?) se n=7pt (te Ny; ae /),

relazione gia nota al Cipolla.

Dalla (da)(n) = 0 se n 5= pt e t€ Ny, segue che gli uniei naturali in cui da
pud essere diversa da zero sono quelli il cui ordine non & maggiore di 1, e cioé
quelh di ordine 1 ed il numero 1. Ma per n =1, essendo y(9a) = x{(u)x(a)>1,

& (0a)(1) = 0. Inoltre avendosi dalla (6.2) (aa)( ) = a(p?) — a(p*1), quando
a =k, risulta

. v 0 se te N,
(oK) (pY)= K(p*)— K(p* )= <
1 se t=1.
Ne segue
(eK)(n)=1 VYne?, (E)(n)=0 Vn¢gZ.

In conclusione 0K ¢é una funzione indicatrice dei ..umeri primi. Si pud porre
percid ([9],, p. 260) (0K)(n) = P(n).
Se & le.# si ha poi

/0 se nsEpt (peP;teNy; le ),
(90)(n) =\
Up se n = p? (peP;teNyle¥).
A causa della (6.1) pud dirsi allora che, fissato comunque I € %, Vae o/

tale che per ogni p € & risulti a(p) = I(p) si ha [ue =—10l, (e e H; le &;
a(p) = Up)). In particolare si ha

(6.3) Jul=—at,
da cui
(6.4) l=—[pa=—[ul (lc Z;aeZ; a(p) =1(p)) .

Il secondo membro della (6.4) genera, al variare di a in /-F, tutti gli ele-
ments di £.
Del resto, dall’equazione [I= £sl (v.[8]), messa nella forma

(6.5) 1= 130)



[11] DERIVATA NUMERICA SECONDO I DIVISORI ED ALCUNE APPLICAZIONI 159

si trae ’identitd

2(n) = (Wl xp)(n) (ne Ny le 2);

sviluppandone il secondo membro secondo la (2.4) si perviene alla (6.4) tenendo
conto che & I(n/d) =l(n)— l(d). E dunque

b= J(lIxXu)=—plxv (le ).

Notiamo che la (6.5) per I = v fornisce una espressione della, 7 in funzione
della v, se si tiene conto che & ¢» = 1. Si ha pertanto

n

6.6) ) =71 (Ijip:-f) =S —2 Sy 43 — .

pln P i<i PP i<j<n  PiDiPn

B poi facile calcolare il numero dei termini del secondo membro della (6.6)
osservando che & r il numero dei divisori distinti di # e che la s-esima I<sgr)
"
s
dando che [A=1log N, la (6.3) da poi A = — fulog N.
Dalla relazione fondamentale delle funzioni logaritmiche [8]

sommatoria contiene (;) termini. Si ha pereid >,()—1=2"—1. Ricor-
1

l'(gxh)=gxhl+ hxgl,
per g = u, qualunque sia kel ed 1€ 2, si ha
(6.7) O(hl) = 10h— h X ul ,
che per h = u rida la (6.3).
La (6.5) & poi caso particolare della (6.7) e si ottiene da quest’ultima per
h=w.

Infine si noti che dalla (6.7) segue 9(1fh) — d(hx1)= [(I-3h) — [(h X ul).

7 ~ Pud essere utile la seguente fabella delle derivate di alcune importanti
funzioni aritmetiche.

oux" = X" = X = Jux (g€ & Ny)®
In particolare

Jo = p; Ou = a; o = u; ou = u<*. do,= N* (re 4+ N,); oN* = ¢,; 0C, = D,
(reN,); dlog N = A; B = (ym) x—l; P = (y(‘z))x"l = 1; 04 = (zx)x—l; oy
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=T @ = (BT =0pl; 9= p(l— @ = pl— @ = pur;
LI )"2) = Wi :Iue_lu;. a( (Vq)): q*; R (Q):f,y(a); 8{1’ — ((1 — q)k)x"l
2= 27 (1l — g)f = () = Mg — T (8¢ = (L — @5 0w LA™)

:fvy(r); 81}2:7}(1\72)=le‘”]; oK = P.
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Summary

This work has the purpose to oblain in an organic way many formulas, bound together
by the concept of numerical, derivative according to its divisors.



