Riv. Mat. Univ. Parma (4) 8 (1982), 107-113

GIOVANNI PINTO (%)

Sui grafi orientati autocomplementari (**)

R. C. Read [4] ha determinato formule per calcolare il numero dei grafi
orientati ¢ non orientati auntocomplementari. H. Whitney [5] ha studiato vari
tipi di grafi orientati connessi e fra loro isomorfi. In quosta pota si da una
condizione necessaria e una condizione sufficiente affinché un grafo orientato
di ordine pari o dispari sia autocomplementare, seguendo la stessa linea di
sviluppo di un lavoro delPautore della medesima sui grafi non orientati auto-
complementari [3].

Si assume come definizione di grafo orientato quella di F. Harary [2] e
cioé un grafo orientato di ordine n & una coppia @ = (V, X) dove V & un
insieme di n elementi, detti vertici ¢ X ¢ un insieme di coppie ordinate di ele-
menti distinti di V, dette archi.

Si chiama semigrado d’useita di un vertice », di ¢ e, usando la stessa nota-
zione del Berge [1], si denota con dg}(v,) il numero degli archi di @ che hanno
v; come primmo estremo, si chiama semigrado d’ingresso di v; e si denota con
dgg(v;) il numero degli archi di ¢ che hanno »; come secondo estremo.

Si chiama isomorfismo di un grafo ¢ = (V, X) su di un grafo ¢’ = (V' X"
la coppia ¢ = (f, g) di bigezioni f: V-V’ e g: X — X’ tali che per ogni arco
= (v;, v;) € X risulti g(&) = (f(v:), f(v;))) e X'. Se G = (V,X) & un grafo
orientato di ordine =, si dice complementare di @ il grafo G = (V , X) che
ha lo stesso insieme di vertici ¥ di G ed in eui X = V*— X. Un grafo orien-
tato si dice auntocomplementare se esso & isomorfo al suo complementare. Per
tutte le altre definizioni che s’incontreranno in questo lavoro si fard sempre
riferimento a[2]. Si provano immediatamente le seguenti proposizioni.

Proposizione 1. Se & = (V, X) ¢ un grafo orientato autocomplemen-
tare di ordine n, Pordine di X & n(n — 1)/2.

(*) Indirizzo: Istituto di Geometria, Universith, Via Nicolai 2, 70121 Bari, It&ly
(**) Ricevuto: 17-VII-1980.
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Proposizione 2. Se ¢ = (V, X) ¢ un grafo orientato autocomplemen-
tare di ordine n, la somma dei semigradi d'uscita ¢ d’ingresso dei suoi vertici

& data dalla formula: ¥ dgf(v;) + dg;(v;) = n(n —1).

=1
Si prova ora la seguente
Proposizione 3. Se G = (V, X) & un grafo orientato autocomplemen-
tare di ordine n e se ¢ = (f, ¢) ¢ un isomorfismo di @ sul suo complemen-
tare @, sia la somma dei semigradi d’uscita che la somma dei semigradi d’in-
gresso di due vertici corrispondenti in ¢, considerati come vertiei di ¢ o di G,

¢ n—1.

Dim. Siano »; e v; due vertici di V corrispondenti in ¢. Ora »; deve
avere in G gli stessi semigradi di v, in G; poiche per ogni vertice v, di V risulta

(1) dgl(vy) 4 dgt(v;) =n—1, dg;(v;) + dg;(v;) =n—1;
sostituendo nelle (1) dg:.:(fv,») con dgi(v;) e dgz(v;) con dgg(v;) si ottiene
dgl(v,) + dgi(v;)) =n—1, dg; (v;) + dgz(v;) = n—1.

Analoghe uguaglianze valgono in G.

Dalla, Proposizione 3 si deduce immediatamente la seguente

Proposizione 4. Se G = (V, X) ¢ un grafo 01‘ientat£) autocomplemen-
tare di ordine 2k, in ogni isomorfismo ¢ = (f, g) di G su G non esiste alcun
vertice unito.

Dim. Se u fosse unito in f, in virtl della Proposizione 3, risulterebbe
dgf(u) + dgg(f(w)) = 2 dg;(u) = 2k —1, dgg(u) -+ dg; (f(w)) = 2 dgy(u) = 2k —1,

Y \

il che & ovviamente assurdo, perehé 2k —1 non e divisibile per 2.

Si prova ora una proprietd dei grafi orientati autocomplementari di ordine
pari.

Proposizione 5. Se G = (V, X) ¢ un grafo orientato autocomplemen-
tare di ordine 2k, insieme V si pud ripartire in sottoinsiemi disgiunti, cia-
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scuno costituito dai vertiei che hanno in G gli stessi semigradi; inoltre se
¢ = (f, g) & un isomorfismo di G sul suo complementare G e se 4,,, formato
dai vertici che hanno semigradi (p, ¢), &€ uno qualunque dei sottoinsiemi sud-
detti, la permutazione f di V si decompone in un prodotto di cieli disgiunti
S . | | . . e . ! 4 ’

di lunghezza pari, ognuno operante sul vertiei di 4, U f(4, )eon 4 CA,,.

Dim. Sia m lordine di f, ossia il pit piceolo intero positivo tale che
fm = {y. Si vede ora che m & necessariamente pari. Per provarlo, bastera dimo-
strare che f non contiene alcun ciclo di lunghezza dispari. Infatti, giacché
per la Proposizione 4, f non ammette alcun vertice unito, essa non pud eon-
tenere alcun ciclo di lunghezza 1. Inoltre, supposto che f contenga il ciclo
(v.0,0,), se v, avesse in G i semigradi (p, ¢), f(v,) = v, avrebbe in G i semi-
gradi (2k —p — 1, 2k — ¢ — 1); di conseguenza f(v,) = v, avrebbe in ¢ i semi-
gradi (p, ¢) e quindi infine f(v,) = », avrebbe sempre in G i semigradi (2k
—p —1, 2k — g —1) in contraddizione con ipotesi che v, abbia i semigradi
(p, ¢)- In modo analogo si prova che f non pud contenere alcun ciclo di lun-
ghezza dispari maggiore di 3.

Ne segue che f si decompone in un prodotto di cieli disgiunti di lunghezza
pari ¢ quindi che Pordine m di f, essendo m il minimo eomune multiplo delle
lunghezze dei suoi cicli disgiunti, ¢ necessariamente un intero pari.

Posto A, ;= {v:; Vsyy ey 0} cON h<k @ f(4,,) = Ap 1o © denotato
con 2h" con 1<h' <m/2 il periodo rispetto a f di un qualunque elemento di
4,4, che senza ledere la generalitd si pud scegliere uguale a v, , si consideri
il cielo generato da v, mediante le successive potenze di f

6(0;) = (00, F(0:,) 2(0:) P(01,) o T M) -

Si prova subito che f(v;) = v, e f*¥1(v,)) = f*(v,)) con 1<s<h'—1, perche
lIa f non ha aleun elemento unito ed inoltre che le immagini di »,, mediante
le potenze di esponente pari della f sono vertici di 4,,, mentre quelle me-
diante esponente dispari sono vertici di Ay, g r_q1. Supposto di aver ordi-
nato gli elementi di 4,, in modo tale che f**(v,) = v, si ha che

o(v,,) = (771'1]‘(7){1)'01'2 (Vi,) - ”ih'f(vihr)) .

In conclusione f si decompone in un prodotto di cicli disgiunti di lun-
ghezza pari, eciascuno operante sui vertiei di A;’qu f(A;,q), dove A;’q & il sot-
toinsieme di ordine ' di 4,, generato dalle immagini di v, mediante le
prime 2’ potenze di esponente pari della f.

La Proposizione 5 fornisce una condizione necessaria affinché un grafo
orientato di ordine pari sia antoeomplementare. Si prova ora una condizione
sufficiente affinche eid si verifichi.
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Proposizione 6. Se G = (V,X) e G=(V, X) sono due grafi orientati
complementari di ordine 2k e se esiste una bigezione g: X — X che conserva
le adiacenze insieme alla sua inversa g, allora esiste un isomorfismo ¢ = (f, ¢)
di @ su G.

Dim. 8e v, ¢ un vertice di V di semigradi (p, ¢) in @, esistono in @
p archi «, che hanno »; come primo estremo e ¢ arvchi o, che hanno »; come
secondo estremo e ognuno degli archi a, & adiacente ai p archi #,. Poiche la
bigezione g conserva le adiacenzz, esiste un vertice v; di semigradi (p, q) in G,
che & il primo estremo dei p archi g(x,) e il secondo estremo dei g archi g(x,),
per i quali risulta che ognuno dei ¢ archi g(z,) ¢ adiacente ai p archi g(x,).

Si definisce cosi un’applicazione f: V.- ¥V che ad ogni vertice v,e ¥V di
semigradi (p, ¢) in @ associa il vertice v, € V di semigradi (p, ¢) in G e quindi
di semigradi (2k —p —1,2k—q—1) in G.

L’applicazione f & bigettiva. Infatti, se »; ¢ un vertice di 7V di semigradi
(p, ¢) in @, poiché anche la g-! conserva le adiacenze, si vede subito, ragio-
nando come sopra, che esiste un uvnico vertice v, di semigradi (p, ¢) in G tale
che f(v,) == v;. Giacché per ogni arco = = (v;, v;) € X, risulta g(z) = (f(v.),
f(v:)) e X, la coppia ¢ = (f, g) ¢ un isomorfismo del grafo orientato G sul suo
complementare G.

Sussiste ora la seguiente proprieta dei grafi orientati autocomplementari di
ordine dispari.

Proposizione 7. Se ¢ = (V, X) & un grafo orientato autocomplemen-
tare di ordine 2k - 1, per ogni isomorfismo ¢ = (f, ¢) di G sul suo comple-
mentare @, esiste un unico vertice unito w di semigradi (k, k) e la permuta-
zione f si decompone nel prodotto di un unico ciclo di lunghezza 1 e di eicli
di lunghezza pari.

o

Dim. Si prova inizialmente che se esiste in f un vertice unito u, esso
unico. Se infatti ne esistesse un altro w, 'arco (u, w) sarebbe unito, il che &
assurdo perché G e G sono complementari.

Si prova ora che la perhmtaiione f contiene un ciclo di lunghezza 1. Infatti
essendo ¥V di ordine 2k 4 1, la f deve contenere necessariamente almeno un
ciclo di lunghezza dispari. Si supponga per assurdo che csso abbia lunghezza
maggiore di 1 e sia per semplicitd il ciclo (v,v,v,). Allora detta b la bigezione
di V2, prolungamento di g a V2, ehe ad ogni arco x = (v;, v;) € V2 associa
Parco I(x) = (f(v.), f(v;)) € V2, sia 1: X > X la ridotta della restrizione di h
a X. Pertanto, nell’ipotesi che Iarco (v,,v,)e X si ha h(v,, v,) = g(v,, v,)
= (5, V) € X, B{V;, ;) = UV, 0;) = (v, ,) € X, Wvy,v,) = g(v,v,) = (V,,0,) €X,

@<
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il che & ovviamente assurdo, perché 'arco (v, v,) non pud appartenere ai due
grafi complementari & e G. In modo analogo si perviene allo stesso assurdo,
supponendo Parco (v,,v,)eX.

Ne segue che f si decompone nel prodotto di un unico eiclo di lunghezza 1
e di cicli di lunghezza pari. In corrispondenza del ciclo di lunghezza 1, esiste
un unico vertice unito % e per la Proposizione 3 risulta

dgi(u) 4 dgi(f(w)) = 2 dgi(u) = 2k , dgz(w) + dg; (f(w)) = 2 dg; (u) = 2k,
da cui segue che u & di semigradi (k, k).

In conseguenza di quanto si & gid detto, 'insieme V si pud ripartive in
sottoinsiemi disgiunti 4, , costituiti dai vertici che hanno in G gli stessi semi-
gradi (p, ¢) fra i quali il sottoinsieme A, = f(4,,) che risulta di ordine
dispari, perché ogni ciclo che opera sui vertici di 4, , diversi dal vertice unito
¢ di lunghezza pari. In conclusione 'ordine di f & intero positivo pari ed inoltre
Ia f & il prodotto di un wunico ciclo di lunghezza 1 per cicli disgiunti di lun-
ghezza pari, oghuno operante sui vertiei di A;’q U f(A;,q) con A;’q c4,.,.

Si provano ora le seguenti proposizioni che caratterizzano i grafi orientati
autocomplementari di ordine 2k - 1.

Proposizione 8. Se ¢ = (V, X) & un grafo orientato autocomplemen-
tare di ordine 2k 4 1 e se u ¢ il suo vertice unito in un isomorfismo ¢ = (f, ¢)
di G sul suo complementare G = (V, X), posto V, = V — {u} e X, Pinsieme
degli archi di X privato degli archi per %, il sottografo H = (V,, X,) di G &
un grafo orientato autocomplementare di ordine 2k.

Dim. ILa permutazione f di V, essendo « unito in f, si decompone nel
prodotto fy(u), dove f, & la permutazione che opera su ¥V, e (u) é il ciclo che
muta in sé il vertice unito. Inoltre, se X, e X, sono i sottoinsiemi degli archi
rispettivamente di X e di X che hanno un estremo in ¥V, ¢ Paltro in (u), risulta
g(X,) = X,.. Allora si vede subito, posto X, =X —X,, che il sottografo
H = (V,, X,) di @ e il sottografo H = (V,,X,) di G sono complementari e
si ha g(X,) = X,. Segue di qui che, indicata con g, la ridotta della restri-
zione di ¢ a X,, la coppia ¢ = (f,, ¢,) & un isomorfismo di H su H, ossia che
H & un grafo orientato autocomplementare di ordine 2%k.

Proposizione 9. Se @ = (V, X) & un grafo orientato autocomplemen-
tare di ordine 2k -~ 1, detti W il sottoinsicme dei vertici di V di semigradi
(k, k) ¢ Y il sottoinsieme degli archi che hanno gli estremi in W, allora il sot-
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tografo F = (W, ¥) di ¢ & un grafo orientato auntocomplementarc di ordine
dispari.

Dim. 8Sia ¢={(f, g0 un isomorfismo di & sul suo complementare
G=(V, V). Si osserva immediatamente che la permutazione § di V si decom-
pone nel prodotto hop dove h & la permutazione che opera su V— W e p ¢
quella che opera su W, che & un insieme di ordine dispari, per cio che si ¢ detto
nella dimostrazione della, Proposizione 7.

Inoltre, detto Y il sottoinsieme di X che contiene gli archi i cui estremi
sono in W, si vede subito che il sottografo # = (W, ¥) di G e il sottografo
F = (W,7Y) di @ sono complementari. Si verifica poi che g(¥) = Y, giacche
per ogni arco x = (v;, v;) € Y, risulta g(z) = (p(v.), p(v;)) € Y.

Indicata infine con % la ridotta della restrizione di ¢ a Y, risulta che
w = (p, k) & un isomorfismo di 7 su F e quindi che il sottografo F di ¢ & un
grafo orientato autocomplementare di ordine dispari.

Proposizione 10. Se @ = (V, X) e @ = (V,X) sono due grafi orien-
tati complementari di ordine 2k + 1, soddisfacenti alle seguenti condizioni:
(a) V¥ contenga un vertice w di semigradi (k, k) tale che, posto
Vo=V—{u} e detti X, ¢ X, rispettivamente i sottoinsiemi X e X privati degli
archi per u, i sottografi Gy = (V,, X,) di ¢ e Gy = (V,, X,) di @ siano iso-
morfi;
(b) se @, = (fo, §o) & un isomorfismo di G, su G,, per ogni arco (u, v;)
e (v;, ) di X — X, rvisulti (u, f(vs)) e (fv,), ) di X —X,,

allora esiste un isomorfismo di G su G che ammette ¥ come vertice unito.

Dim. Indicata con f la permutazione f,(u), si pud definire la bigezione
g: X — X in modo tale che la ridotta della restrizione di ¢ a X, sia go © che
per ogni arco @ = (u, v;) € X — X, risulti g(#) = (¥, f,(v:)) € X — X,, mentre
per ogni arco y = (v;, u) € X — X, risulti g(y) = (fo(v,), u) € X — X,.

Ne segue che ¢ = (f, ¢) é un isomorfismo di G su G che ammette % come
vertice unito.

Le Proposizioni 8 ¢ 9 danno una condizione necessaria affinché un grafo
orientato ¢ di ordine 2%k - 1 sia autocomplementare, mentre la Proposizione 10
fornisce una condizione sufficiente affinché un grafo orientato G dello stesso
ordine sia autocomplementare.
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Summary

This paper gives a necessary condition and @ sufficient condition for a directed graph
of even or odd order to be self-complementary.
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