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PIErR LUt PAPINTI (¥)

Sui punti

in cui non si annullano dei funzionali assegnati (*¥)

1 — Sia X uno spazio normato (su R o su () e X* il suo duale topologico.
In [2] & stato notato che valgono i seguenti risultati.

Proposizione 1. Data in X una successione {x,} di vettori non nulli,
esiste fe X* tale che -

(1) fl@,) 5= 0 per €N = {1, ..., ...} .

Proposizione 2. Se X ¢ uno spazio di Banach ¢ {f,} ¢ una successione
di elementi non nulli di X*, esiste v € X tale che

(2) fu(@) 5= 0 per ne N .

La Proposizione 2 (che contiene come caso particolare la Proposizione 1)
si dimostra immediatamente; non pud infatti accadere che ogni x € X appar-
tenga al nucleo di almeno uno dei funzionali f,, perché allora. X sarebbe unione
di una famiglia numerabile di iperpiani chiusi; il che ¢ assurdo, in quanto ogni
spazio di Banach ¢ anche di Baire. Tale ragionamento mostra anche che il
sottoinsieme degli « per cui vale (2) ¢ denso in X.

Si noti ehe — come si pud facilmente vedere con esempi — la Proposizione 2
non vale per spazi non completi. Infine vogliamo segnalare che aleuni risul-
tati — in qualche senso vicini a quelli qui considerati, ma per iperpiani non
chiusi — sono stati dati in [1], teorema 1, nonché in [3], e anche, per spazi
pil generali, in [4] e in [53].

(*) Indirizzo: Dipartimento di Matematica, Universitd, 87030 Arcavacata di
Rende (Cosenza), Italy.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.A.I".A. (C.N.R.). — Ricevuto: 7-VII-1980.
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Vogliamo ora dare una prova costruttiva della Proposizione 2.

2 « Costruzione di un elemento soddisfacente (2).

Al fini della costruzione, non & restrittivo supporre che per ogni ne N
sia |f.| = 1, ¢ che inoltre f,,, non sia proporzionale a f,. Daremo prima la
dimostrazione per un caso particolare, riconducendo poi ad esso il caso generale.

Sia data la successione {f,} in X*. Consideriamo dapprima il seguente

Caso A. I funzionali f,, ..., f., ... sono fra loro linearmente indipendenti.

Scegliamo un punto 2, tale che fi(#;) % 0; {@,] = §. Consideriamo ora f,: se
fo(@y) # 0, poniamo @, = 0; altrimenti (essendo f, linearmente indipendente
da f;) vi sard un punto, che chiameremo w,, tale che

f@) =0, )20, [n]< B0

In generale, supponiamo di aver gia costruito dei punti #,, ..., 2z, (n>2)
tali che risulti

1 .
(o) Hw,}|<§; e fdw 4 ... +3)#0 per i=1,...,n,
1 .
(ﬂ) Ifi(w")|<*2mlfi(x1+...+mi)I per 7L>2 [¢] 7/:1, ...,’)l*—l.

Costruiamo ora x,.; nel modo seguente: se¢ f,..(2; ... &,) ¥ 0, poniamo

+ + ’
Zuyr = 0; altrimenti osserviamo che esistono dei punti in cui si annullano
fis .oy fn ma non f,.;; chiameremo con x,,, uno di tali punti, per il quale

risulti inoltre |w, | <min|f(z, + ... ;) |/27"2% Si vede che le condizioni («)
1<iin
e (f) continueranno a valere per i punti x, ..., v,,,, per cui possiamo cosi

@
costruire una succcssione {w,,} tale che zm,, converge ad un elemento x e X
n=1

(per la condizionc (), essendo X completo). Per tale elemento si avra, per
la (f) ¢ la scconda partce della («), per ogni n

@) |3 s+ oo 2| 3 o) [ 3l 4o 2| >0.



[3] SUI PUNTI IN CUI NON SI ANNULLANO DEI FUNZIONALI ASSEGNATI 83

Caso B. Sui funzionali f,, cey fay ... moON faceciamo alcuna ipotesi di indi-
pendenza.

Scelto @, come nel Caso A, consideriamo fo: se fi(;) % 0, poniamo
a:; = 0; se Inveee f,(2;) =0 (poiché f, & linearmente indipendente da f,) vi
sara un punto, che indicheremo con a;, tale che fy(al) = 0; falay) # 05 Jrl]]
= 1/8. Prendiamo poi in esame f,: se faly -+ zv;) 0, 0 se f; ¢ linearmente
indipendente da {f,, f,}, poniamo z, = 0; altrimenti vi sard un punto z, tale
che f4(%,) ¢ 0, £,(Z,) = 0, |Z. | < [fil2y)|/4; quindi poniamo wgzm;—{— Z,. In ogni
caso, otterremo

1\w1 1 1 1
Jou} < s L 1 Il 1
fol@s @) = fol@) + folal) %0, |ful@n)| = |fu(F)| < w’fl(f o],

Inoltre, se f, dipende lincarmente da {f1; 1.}, sara comunque fy(2, 4 x,) = 0.

Costruiamo ora induttivamente una successione in X, usando il procedi-
mento indicato per costruire x,. Supponiamo cioé di aver gia costruito a,, ..., x,
(n>2) soddistacenti le proprieta (&), (B), ¢ inoltre :

(V) Fagalowy ++ oo 2,) 52 0 se fri1 © linearmente dipendente da Fiy eovy I

Vogliamo ora costruire un elemento Zp1 In modo tale che per Eyy ooey Ty Byyq
continuino a valere le proprietd (e}, (B) e ().

Definiamo per induzione gli indici n, nel modo seguente: n,=1, ¢, por
k>2, n,=inf {n € N; f, & lincarmente indipendente da f, 19 eeey f"k~1} ogni qual-
volta linsieme ora indicato non ¢ vuoto. Si noti che cid accadra per ogni
ke N (e quindi potremo definire una sottosuccessione di indiei) se fi, ..., fu, ...
genera un sottoinsieme di X di dimensione infinita; in caso contrario, se ce
ne sono k di linearmente indipendenti, in cid che segue si pensera di porre
@, =0 per ogni n > n,.

Consideriamo il funzionale f, 41 58 fra(@ - ... - @,) % 0, poniamo ar; =03
supponiamo invece che sia f,., (@, 4 ... + @,) = 0; per la condizione (y), f, 11
risulterd allora lincarmente indipendente da fis eoey fn (0, cid che & lo stesso,
da f,,l, ceey fnk ove sia n,<n < Ny1). S1 possono allora trovare dei punti
Yis -oos Yy Yrpn tali che f, (y,) = 0, per 4,5 =1, -y b4+ 1 ove — per como-
ditd di serittura — si intenda che sia fon = f"l;+1' Poniamo allora

Yrsa
@, =
S P P

in questo punto si annulleranno allora i funzionali fags ey fupy quindi tutti i
3 - 1 a1 !
funzionali f,, 1<h<n, mentre sard f,y.(,,,) 7 0.
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Porremo poi Z,.; =0 se non & eontemporaneamente f, .(w: -+ ... + @,

1 . . . . —
+ 2, =0 e f,., linearmente dipendente da f,, ..., f,,.; altrimenti con Z,,,
indicheremo un punto tale che sia

Vil 4+ oo + o) ] )

gnta—i

fn+2(§n+1) %0, fn+1(53n+1) =0, ”‘%nﬁ-l“ < min
1<i<n

Infine peniamo 2,,, = a,, -+ #,,,. Risulteranno allora soddisfatte comun-
que le seguenti condizioni

4 @ 1 !
Mw1x+ll| < “mn-u “ + gn-li-ill < 9nitl ’ fn+1(w1+"'+wn-fl):fn+1(mi + + w"+wn+1) 7~ 0’

frie(@1 4 oo 4 @) 55 0 ogniqualvolta f,,, dipende linearmente da fi, ..., foui;

I

fdw, o) =0 per 4 =1, ..., n; dunque

[fd@na) | = fd@nia) | < é‘;,%;‘:‘ [foay 4 o 4 @) |

Continuano percido a valere per x,, ..., #,,, le proprietd (o), (8) ¢ (y). Posto
«©

x = Y x,, si vede allora — procedendo come per il Caso A — che tale ele-
n=1

mento soddisfa la (2), il che completa la dimostrazione.
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Summary

Let X be a Banach space; given a sequence {f,} of non null elemenis of X*, we con-
struct a point x € X such that no element of the sequence annihilates on x.

x %



