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M. MENICHETTI ¢« M. MoDUGNO (¥)

Fibrati topologici con fibra strutturata (**)

0 - Fibrati topologici
Richiamiamo, innanzitutto, aleune nozioni sui fibrati topologici.

0.1 — Definizione. Dicesi fibrato topologico (localmente banale) ogni
tripla # = (B, #, B), dove E e B sono spazi topologici e m: B -~ B & un’ap-
plicazione continua e suriettiva, i quali verificano la seguente condizione

F.T. Esistono (a) un ricoprimento aperto {Uis},., di B, (b) uno spazio
topologico ¥, (e) una famiglia di omeomorfismi {D:: nY(U,) - U;XF},eps
tali che (a) Viel, il seguente diagramma sia commutativo-

@,
a(U;) - U;X P
TNy ¥t
U,

E & «lo spazio totale »; B & «la base », # & «la proiezione »; #~i(b) & «la fibra »
su beB; F ¢ «una fibra tipo »; ogni aperto U, tale che 7~ (U) & omeomorfo

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica Applicata, Facoltd di Ingegneria, Universita,

Via 8. Marta 3, 50100 Firenze, Italy. :
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.F.M. (C.N.R.). — Ricevuto: 4-VI-1980.
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a UxF, & «semplice »; (U,, @,) & «una cartar; {(U;, D)}, ¢ «un atlante »;
se U, N U;s= @, allora Papplicazione

@D, U,Nn U;— Omeo (I, data da D, (0)(f) = 7D, D7), 1),
¢ ¢un cambiamento di carta ».

0.2 — La famiglia dei cambiamenti di carta gode delle seguenti proprietd

Proposizione. Sia % = (B, z, B) un fibrato topologico. Sia {(U;, P},
un atlante ed I la relativa fibra tipo. Allora i cambiamenti di carta

@0 U,N U; — Omeo (F)

sono applicazioni continue (la topologia di Omeo (F) & quella compatti-aperti)
e valgono le seguenti proprietd ()

(a:) .(bk,o@j,-: @ki su UJ\ an UI:: (b) (D,‘i:idp su Ui.

La famiglia {(U;, Pur)}ies0mexs S dice il cociclo relativo all’atlante {(U.,,
jS)}iez'

0.3 — Definizione. Siano 9= (H,x, B) ed 5 = (&', n', B') due fi-
brati topologici. Dicesi omomorfismo di n in %' ogni applicazione continua
H: F — B’ che soddisfa alle seguenti condizioni:

(2) H manda fibre in fibre, ossia esiste h: B — B’ tale che #'ocH = hom
(se tale I esiste é unica). o : ‘

(b) Vb e B Plapplicazione indotta H,: 7'(b) — &'~ (h(b)) & continua. Si
vede che h: B — B risulta continua.

Siaro {U;, @}, e {U;, P}, atlanti di 9 ed %' rispettivamente.

Se U,N hY(U;)# 9, allora Papplicazione

Hy: U0 hYU) = COF, '), data da H;(b)(f) = a(DoHoD )b, f),
¢ detta Despressione locale dell’omomorfismo, relativa a U.N h—l(UJ'.).

0.4 — La famiglia delle espressioni locali di un omomorfismo gode delle
seguenti proprieta.

(1) Il simbolo «o » denota la composizione nello spazio funzionale, per applicazioni
a valori in tale spazio.
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Proposizione. Siano y = (#, n, B) ed 3’ = (¥', n', B’) due fibrati to-
pologici ¢ siano {U;, @}, ed F, {(U;, D))}, ed F' due atlanti ¢ le relative
fibre tipo di 5 ed #' rispettivamente. Sia H: F — & un omomorfismo.

Allora le espressioni loecali
Hy:: U0 YU, - C(IF, )

sono applicazioni continue (la topologia di C(F, F') & quella compatti-szerti)
e valgono le seguenti proprieta ’

(a) (D) 0h)oH ;. = H su U.N (U, N U,

(b) H,;0P;, = H,, su U;N U.NbY(T).

1 - Fibrati topologici con fibra strutturata

L1 - Sia & una sottocategoria della categoria degli spazi topologici. La
categoria massimale generata da % ¢ la categoria & cosi definita:

() gli oggetti di F# sono le coppie & = (X, {s,}.,), dove
(a) X & un insieme,
(b) s; ¢ una biiezione, s;: X — F,, con F,eOgg &,
¢) s;os;t P, — F,; & un isomorfismo di &, Vi, jel
508, i y V] ’
(d) se 8.: X —F,, con F,eOgg & & una biiezione, tale che 8,087 :
Iy —F, con iel, & un isomorfismo, allora kel,

(B) gli omomorfismi di # sono
Hom (§, &) = {sl'.,‘lofosi: X—>X'liel,i'el', fe Hom (F;, F')}.

Osserviamo anche che una famiglia {s;},., che soddisfa alla proprietd (a),
(b) e (c) & estendibile in un sol modo ad una che gode anche della proprietd (d)

La categoria & risulta cssere in modo naturale una sottocategoria della
categoria degli spazi topologici. Pertanto Hom (P, F') risulta un sobto-
spazio topologico di C(F, F') ed Aut (F) risulta un sottospazio topologico
di Hom (F, I).

Definizione. Sia & una sottocategoria della categoria degli spazi topo-
logici. Si dice che & ¢ una categoria di struttura se & coincide con &, identi-
ficando ogni oggetto X di & con la coppia (X, {s,},.,), dove s; sono gli isomor-
fismi X — F,. :
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Sia ora & una categoria i1 cui oggetti sono twiti gli spazi topologici con
certe operazioni continue i quali godono di certe proprietd ed i cui morfismi
sono tutte le applicazioni continue che conservano le operazioni. Allora pos-
siamo considerare %, in modo naturale, come una categoria di struttura, in
quanto possiamo ricostruire univocamente le operazioni, per mezzo delle biie-
zioni.

Sia dunque # una categoria di struttura data.

1.2 — Definizione. Si dice fibrato topologico (localmente banale) con
struttura nella categoria & ogni quaterna n = (¥, =, B, J), dove F e B sono
spazi topologici, #: B — B & un_’a,ppliqazi_one continua e suriettiva e J & una
applicazione J: B - 0gg & (mediahte la quale identifichiamo #—*(b) econ J(b),
Yb € B), i quali verificano la seguente condizione

F.T.S. Esistono (a) un ricoprimento aperto {U;},, di B,
(b) un oggetto F di &, N v
(¢) una famiglia di omeomorfismi {@;: n~(U,) = U, X F},,,
tali ehe 8 :
(¢) Viel, ato®d, =um,
(B) Viel, be U, Papplicazione indotta @D;: a~*(b) — F sia un isomor-
fismo. '

In particolare un fibrato topologico con struttura in & é un fibrato topo-
logico. : ‘ ‘

Osscrviamo perd, che un fibrato topologico con struttura in & non & sem-
plicemente un fibrato topologico, con assegnata la categoria &, ma lapparte-
nenza di ciascuna fibra alla categoria va esplicitamente specificata. Si noti
che in un fibrato topologico a fibra strutturata i cambiamenti carta hanno
valori in Aut(F). '

2 - Omomorfismi di fibrati con fibra strutturata

2.1 — Definizione. Sianon = (E,n, B,J) ed # = (&, a', B',J') due
fibrati topologici con struttura in . . '
Dicesi « omomorfismo di n in »'» ogni applicazione continua H: E — E,
che soddisfa alle seguenti condizioni
(a) H manda fibre in fibre, ossia esiste kh: B — B’ tale che w'oH = hox

\

(se tale b esiste ¢ unica),
(b) Vb € B l'applicazione indotta H,: n~'(b) —w~'(h(b)), & un omomor-
fismo di £. -
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In particolare, un omomorfismo di fibrati topologici con struttura in &
¢ un omomorfismo di fibrati topologici.

L’insieme dei fibrati topologici con struttura in & forma una categoria.

Si noti che, per gli omomorfismi di fibrati topologici a fibra stluttmam,
le espressioni locali hanno valori in Hom (F, F'),

Hj;: U;Nk(U)) - Hom (F, F') .

-3 - Ricostruzione di fibrati e di omomorfismi

3.1 — Sia % una categoria di struttura. Possiamo ricostruire un fibrato
con struttura in % mediante il suo atlante.

Proposizione. Sia B uno spazio topologico, £ un insieme, z: B — B
un’applicazione suriettiva, {U},., un ricoprimento aperto di B, F un oggetto
di #, {@;: aYU,) —~ UiXF}iE, una famiglia di biiezioni, i quali soddisfano
alle seguenti condizioni

(@) Yiel alo®; = m,

(b) se U,Nn U,;5 0, lapplicazione &,; abbia valori in Aut (F), ossia
D U, N U; - Aut (F), e Papplicazione indotta (U, N U,) X F — F sia con-
tinua (2). '

Allora esiste in F un’unica struttura topologica tale che Vie I, @, sia un
omeomorfismo. Per tale topologia = & continua. Inoltre esiste un’applicazione
J: B —Ogg & tale che u: (B, =, B, J) sia un fibrato topologico con strut-
tura in Z.

Dim. L’applicazione @,0@*: (U, N U)X F — (U, N U)XF & un
omeomorfismo per la condizione (b). Pertanto esiste un’unica struttura
topologica su E per cui i @, siano omeomorfismi. 7 risulta continua perche
localmente & composizione di applicazioni continue. Infine basta considerare
la J determinata dalla famiglia di biiezioni {@;: n~'(b) — F},, Vbe B.

3.2 — Possiamo ricostruire, a meno di isomorfismi, un fibrato con strut-
tura in &% mediante i suoi cambiamenti di carta.

Proposizione. Sia B uno spazio topologico, sia {U},., un ricoprimento

(?) Se F' & localmente‘éompa,tto, basta supporre che &,; sia continua.
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aperto di B, sia F un oggetto di & e, se U,N U, 0, siano
@0 Usn U, — Aut (F)
delle applicazioni tali che le applicazioni indotte (U;N U,;) XF — F siano
continue (?) e
(2) DDy = Dryy,  (b) Dy = idy.
Allora esiste un fibrato topologico n = (&, =, B, J) di fibra tipo I, con

struttura in &, definito a meno di isomorfismi, per il quale le @;; siano i cam-
biamenti di carta.

Dim. Come spazio totale basta considerarc E =) U,x F/~, dove la
relazione di equivalenza ~ & definita da el

(4 b, )~ (G, V', f) = b=10", D;:(b)(f) ="

E & uno spazio topologico ¢ =, definito da =/[, b, f]) = b, & continua e suriet-
tiva. L“L fa,rmgha di apphcazwm

{@;: a~Y(U;) - U; X F},,, data da {D;: [i,d, f1 > (], )},

costituisce un atlante, di cui @,; sono i cambiamenti di carta.
Si vede infine che se #’ & un fibrato che soddisfa alle condizioni richieste,
allora esiste un isomorfismo 7 —7'.

3.3 — Possiamo ricostruire un omomorfismo di fibrati a struttura in &
mediante le espressioni locali.

Proposizione. Sianon = (B, 7, B, J) edy' = (F',#', B/, J') due fibrati
a struttura in & di fibra tipo ¥ ed F' rispettivamente e siano {(U;, @,)},,
ed {(U;, )}, due atlanti di 5 ed %', rispettivamente. Sia h: B — B’ un’ap-
plicazione continua e, se U, N k~(U;) s~ @, siano H;;: U;N h—l(U;) - C(F, F'")
applicazioni tali che le applicazioni indotte (U, N h=(U,)) X F — F' siano con-
tinue (4) e

(a) HyoD;; = H,, (b) (Drsoh)oH;; = H,,.

(3) Se F' & localmente compatto, basta supporre che @;; sia continua.
(%) Se F' & localmente compatto, basta supporre che H;; sia continua.
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Allora esiste un unico omomorfismo H: F — F' sopra ad h per il quale
le H;; siano le espressioni locali.

Dim. TI’applicazione
H: B —E, data da H: e — O h(n(e)), Hi(n(e))(7(Dile)))) ,

la quale risulta indipendente dalla scelta delle carte, ¢ un omomorfismo.
Si verifica poi che tale H & unica.

4 - Fibrati vettoriali

Un primo esempio di fibrati con struttura ¢ dato da quelli vettoriali.

Gli spazi vettoriali topologici costituiscono una categoria di struttura.

Gli spazi vettoriali (topologici) a dimensione finita, o a dimensione n fis-
sata, costituiscono pure una categoria di struttura.

4.1 — Definizione. Dicesi fibrato vettoriale topologico (localmente ba-
nale) ogni fibrato topologico (E, &, B, J) con struttura nella categoria & degli
spazi vettoriali topologieci.

5 - Fibrati principali

Un secondo esempio di fibrati con struttura ¢ data da quelli prinecipali.
Premettiamo la definizione di spazio affine di un gruppo e di omomorfismo
di spazi affini.

51 — Definizione. Sia G un gruppo topologico. Si dice spazio affine
sinistro (destro) di G ogni terna 4 = (@, G, 1), dove & & uno spazio topolo-
gico e 1 G X G — @ & un’applicazione continua, i quali soddisfano alle seguenti
condizioni

(a) 07, =7, (01, =1,,) V9,9 eG, (b) 7 =ids;
(¢) ge@G, 1(g,q) =q=g=1, (d) 3ge@ per cui 7,(GF) = G.

5.2 — Definizione. Siano 4 = (G, G, 7) ed 4’ = (¢, G', 7') due spazi
affini sinistri (destri). 8i dice omomorfismo di A in A’ ogni applicazione
f: @ — G' tale che esista un’applicazionc (detta la derivata) Df € Hom (G, ('),
per cui f(z(g, 9)) = 7'(f(9), Di(g)) Vg, 9) € GXG.
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Se Df esiste, allora essa ¢ unica. Inoltre ogni omomorfismo f risulta essere
un’applicazione continua.

Gli spazi affini sinistri (destri) costituiscono una categoria di struttura.
Gli spazi affini sinistri (destri), relativi ad un gruppo topologico fissato, costi-
tuiscono una eategoria di struttura.

Osserviamo che vale la regola della catena per le derivate. Esiste dunque
un funtore covariante dalla categoria degli spazi affini (sinistri o destri) a
quella dei gruppi topologici che associa ad ogni spazio affine @ il gruppo G
e ad ogni morfismo f la sua derivata Df.

Sia dunque F3 la categoria degli spazi affini sinistri (destri) relativi ad un

gruppo topologico G.

5.3 — Definizione. Dicesi fibrato principale topologico sinistro (destro)
(localmente banale), di gruppo strutturale G, ogni fibrato topologico p = (P, x,
B, Y) con struttura nella categoria & degli spazi affini sinistri (destri) di G.

Si noti che u ha struttura anche nella categoria degli spazi affini sinistri
(destri).

5.4 — Proposizione. Sia u = (P, %, B, Y) un fibrato principale sini-
stro (destro), di gruppo strutturale G.
Allora ogni elemento ge G determina un automorfismo di u su B
T, P—P dato da T,: p — 7,,(9, ),

dove 7., ¢ la traslazione relativa alla fibra 1-1(2(p)).

Pertanto G opera su P a sinistra (destra) fedelmente ed effettivamente (e
transitivamente su ciascuna fibra), tramite applicazione indotta T: G X P — P.

6 - Fibrati associati ad un fibrato principale

6.1 — Sia &% una categoria di struttura; sia G un gruppo topologico e
sia &7 la categoria degli spazi affini destri di G.

Osservazione. Se G opera a sinistra su uno spazio topologico I, me-

diante Papplicazione o: GXF — F, allora G opera a destra su F mediante
I'applicazione continua ‘

6: GXT - T, data da o': (g, f) = olg™, ).
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6.2 — Proposizione. Sia p = (P, 2, B, ¥) un fibrato -principale topo-
logico destro di gruppo strutturale G. : -
* Sia F un oggetto di %, sul quale G opera a sinistra, mediante Papplica-
zione ‘
o: GXF —F, tale che o,cAut(F), Yge@.

(a) Sia @ = PXxXFj lo spazio topologico quoziente relativo alla rela-
zione di equivalenza indotta dalle orbite di G il quale opera a destra su P X 7T
mediante Papplicazione continua T x¢': PXF-—- PXF.

(b) £: PXF —Q la proiezione canonica. Sia #: Q- B P'unica appli-
cazione tale che zozm! = Fox. .

(¢) Sia C: P —0gg &F l’apphcamone costante C: p— F Sia ¥: Q

- Ogg &3 Papplicazione indotta dalla famiglia di biiezioni-

{ta),: fz—l(q) -—>E_l(ﬁ(q))}qeo’fsnz(u—x(q)) date da {tq,f: (p, ) = p}.

Sia J: B —Ogg % Papplicazione indotta dalla famiglia di biiezioni

{8500 A1(b) — F}ﬂeu-l(b) date da {s, : [p, f1 = f}we’z,-,(b).

(d) Allora ' ~
g ={(PXF,al, P, C) ¢ un fibrato tOpOlO“‘lCO con str uttum in &, dl fibra tipo I,
v =(PXF,%,Q, Y) ¢ un fibrato (principale destro) topologmo con .stluttma,
in F, p=(Q, ﬁ,B J) & un fibrato topologico con struttura in .

(e) Inoltre z'-¢ un omomorfismo di v in g, su #; # ¢ un omomorfismo
di ¢ in p, su =

Tale risultato suggerisce la seguente definizione.

6.3 — Definizione. Sia u = (P, x, B, Y) un fibrato principale: topolo-
gico destro di gruppo strutturale G. Sia F un oggetto di J.HSi dice fibrato
topologwo, & fibra di tipo I, associato a p ognl coppia (y, z), dovs y = (Q, 4,
B, J) & un fibrato topologico con struttura in &, di fibra tipo F e x: PXF @
¢ un’applicazione continua, tali che 2%on! = -zozZ.

7 - Relazione tra fibrati associati e ricostruzione di fibrati

Sia # una categoria di struttura. Sia I un ogge’oto di & e supponiamo
che G == Aut (¥) sia un gruppo topologico. Sia poi &3 la categoria degli spazi
affini destri di G



68 M. MENICHETTI € M. MODUGNO . [10]

Si osservi ora che un cociclo a valori in G = Aut (F), relativamente alla
categoria %, & anche un cociclo a valori in Aut (@), relativamente alla cate-
goria F3, in quanto G opera a destra su se stesso. Pertanto, da un tale cociclo
si pud ricostruire sia un fibrato con struttura in &%, sia un fibrato (principale)
con struttura in &7,

7.1 — Proposizione. Sia B uno spazio topologico, sia {U },e, un rico-
primento aperto di B, sia F un oggetto di % e, se U,N U;# 0, siano

D,: U,NTU; —Aut (F) =G delle applicazioni tali che le applicazioni
indotte (U, N U;)XF -~ F siano continue (5) e

(@) DjeD;; = Dy, (b) @ =1ide.

Sia n = (&, n, B, J) il fibrato topologico con struttura in & ottenuto per
ricostruzione e sia 7 = (P, 2, B, Y) il fibrato topologico (principale) con strut-

tura in #; ottenuto per ricostruzione. Sia » = (P X B, 7, B, D) il fibrato
associato a P, di fibra di tipo F.

Allora, I'applicazione
PXFgz—FE, data da [[i,0, 4], f] =1, b, 9(f)]
¢ ben definita ed ¢ un isomorfismo di » in 7.
Dim. Llapplicazione P X F; — E & ben definita perché abbiamo
(e, b, g1, 1] = [, b, DsH g), ] = [4, b, @u®)(9(H)] = [4, B, 9()],
(L% b 91, 11 = 14, b, 99'), 9"~ (D] — 14, b, 99" 9"~ (H] = 4, b, g(£)] -

‘La biiezione inversa & data da [4, b, f1—[[4, b, 1], 1 che ¢ pure ben defi-
nita, perché abbiamo

[y &, f1 =1, b, Ds:(d)(N] — [[, b, 1], Ds;(B)(N] = [[], b, D;i(b)], Ps:(B)(f)]
= [U; b9 l}y f:l .

Si verifica poi che tali applicazioni sono continue.

() Se I' & localmente compatto, basta supporre che @;; sia continua.
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Abstract

An unified ewposition of fiber bundles with structure is given. Vector and principal
fiber bundles result as particular cases.







