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M. TANFULLA ¢ G. RIBIGHINI (%)

Procedure di stima dell’ errore

nella risoluzione di equazioni integrali di tipo Volterra (**)

1 - Introduzione

Si consideri una equazione integrale di tipo Volterra nella nota formula
canonica

(1) () =fH(m, s, T(s)) ds (1) .

Zo
Nel caso che H soddisfi le ipotesi di esistenza e di unicitd della soluzione
su un intervallo I, = (@,, @, - L), la risoluzione numerica della (1) ¢ possi-

bile facendo ricorso al teorema seguente che fa riferimento alle formule di
Runge-Kutta valide per i problemi differenziali ai valori iniziali [4].

(*) Indivizzo degli Autori: Istituto di Informatica, Universitd, 60100 Ancona, Italy.
(**) Lavoro eseguito nell'ambito del G.N.L.M. (C.N.R.). — Ricevuto: 24-X1-1980.
(*) Se l'equazione & data nella forma

(2) T(w) = F{x, fG(x, s, 7(s))} ds,

questa pud essere ridotta alla forma canonica col procedimento descritto in [4].
Va ricordato che ad ogni soluzione v della (1) si pud associare una soluzione ¢
della (2) tramite la relazione

2y plx) = F(=, p@)) .

Reciprocamente, a tutte le soluzioni ¢ della (2) si pud associare una soluzione y della (1)
tramite la relazione

P(w) = fG(w, s, p(s)) ds .
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Sia o la soluzione di (1) su I, = (®,, 2, - L) ¢ sia S, una suddivisione
(Zoy @y vy, = -+ L) di I,.

Poniamo @;; = a; + 9 h;, by = w0, — w;.

Definiamo, per j=20,1, ..., 1, Pespressione

0 per j==90
(3) pl@) =< sy g

z b 3 Aqu(.’I), Brrey por(@rre) 1l)rk) per j>1,

=0 =0

con
Wro =10 se i =0,
(4)
i1
Yro=h; 3 Ap H(@eiy @iy @) + 1) per i=1,..., 4,
k=0

i9; e Ay essendo i coefficienti di Runge-Kutta di un metodo di rango ¢ uti-
lizzato per il trattamento dei sistemi differenziali del 1o ordine. Allora si ha

(5) P(@ + L) = (@) -+ O(hr) .

Per i valori ottenuti dal trattamento numerico della (1) non si conoscono
metodi efficienti di stima dell’errore commesso; visto perd che sono ottenibili
utilizzando formule di Runge-Kutta, si & pensato che si possa estendere ad
essi I metodi di valutazione dell’errore associati all’impiego delle formule R.K.

Scopo di questa nota & appunto mostrare come sia possibile, utilizzando
per la risoluzione della (1) le « pseudo-iterative Runge-Kutta formulas », esten-
dere alle equazioni integrali di tipo Volterra il metodo basato sul principio
della concordanza delle cifre in due pseudo-iterate successive [6].

2 - Risoluzione della forma canonica

Prima di vedere le procedure di attuazione del metodo accennato & neces-
sario indagare sulle difficoltd insite nell’elaborazione delle formule risolutive
di cui al teorema enunciato.

Supponiamo di integrare con un passo costante h e facendo riferimento
alla suddivisione S,. Se si serivono le (3) per j=0,1,...,1 ponendo generi-
camente y,. = ujx;x) + v, Panalisi delle relazioni sceritte porta ad osservare
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che per il generico (w;,,), per il quale si ha

i a1

W@s 1) = M1 @) = E h z A H(® 1y Tprcy Yr)

r=0  J=0

occorre valutare soltanto w;, ¢ ¥, con k=90,1,..,¢—1, giaccht dagli
4§ passi precedenti si conoscono gid le ¢ coppie di valori relative ad ogni passo
(mroa :I/ro)y (wrla yrl)a ety (mr,q_.l, yr,q_l)-

I valori ;. si ottengono dalle relazioni w;, = 5 -+ O h.

Per quanto concerne i valori di y, tenendo presente che ¥, = y; 1., 51
puod serivere

Yio= Yia,ay

(6) Yo = U;(®51) + Wi,

Yiqa= ;ui(wi,a-—l) + Yiu1,

per le quali si pud affermare che:

(a) La quantitdy u;, per ogni y, & data dalla somma di j termini ciascuno
dei quali dipende dal rango ¢ della formula usata, e perché ognuno di essi &
dato dalla somma di ¢ termini, e perché in ognuno di essi compare un fat-
tore A4, ossia un elemento dell'ultima riga della matrice A associata alla for-
mula di R.K. adottata.

La quantity u, per ogni ¥, & invece data dalla somma di un numero di
termini crescente con il secondo indice della 7, i coefficienti dei quali termini
sono rispettivamente gli elementi di ciascuna riga della matrice (triangolare) A
associata.

(b) Per il calcolo della sommatoria relativa a ciascun g; si necessita
dei valori @, e ¥, che sono stati calcolati nei j passi precedenti, mentre per
il calcolo della sommatoria relativa a ciaseun ; si necessita di tutti i valori
di 9 gid calcolati relativi al passo j -+ 1.

(¢) Il valore richiesto u;.,(%;,,), considerato che x;, = @;.10 = @41, €
dato in effetti da w;, = u;(®;,) -+ s, per cui & sufficiente per ottenerlo cal-
colare un ulteriore valore delle ¥ dopo quello indicato dalle (6).

Fanno eccezione alla generalitd il valorve iniziale w,(z,) che ¢ nullo, ed il

valore u(x,) per il quale, essendo eguale ad un unico termine dato da
a—1
by AupH(®,, %o, Yor), non intervengono i valori calcolati in altri passi ma
k=0
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soltanto quelli relativi al passo in corso, cio¢ gli @y (k=0,..,q—1) e gl
Yor dati dalle relazioni seguenti

Yoo = Mo(@oo) -+ Poo = 0,
Yor = Mo(@o1) - Wor = Yor = A0 H(To1, Zooy Yoo)
(1) Yor == po(@o2) + Yoo = Wop = WA o9 H(%yy, Zoo, Yoo) + hd o H(@on, @01, You)

2

Yo,0-1 = po(@o,0_1) + Wo o1 = Yo g1 = It 2 Ay H(@o 015 Tory Yox) -

k=0

In conclusione, fatta eccezione per il passo iniziale, si pud allora affermare
che, mentre per la risoluzione delle equazioni differenziali ¢ sufficiente ad ogni
passo conoscere soltanto i valori iniziali, nel caso delle equazioni integrali di
tipo Volterra occorre Pintervento dei valori di # e di y calcolati in tutti i passi
precedenti. Questa caratteristica, che rende sempre pitt difficoltosi i calcoli
col crescere del numero dei passi, impone una oculata organizzazione delle
variabili che compaiono nell’algoritmo visto.

Si riporta di segunito la lista FORTRAN di una subroutine estremamente
compatta, la RKUT, che realizza Pintegrazione della (1) secondo il processo
logico illustrato (?).

La subroutine detta si riferisce ad una certa formula di Runge-Kutta di
rango ¢, calcolando in corrispondenza ad # passi di lunghezza b i valori del-
Pintegrale richiesto a partire dal valore dell’estremo inferiore z,.

La RKUT si avvale della FUNCTION HP, che permette di calecolare il
valore della funzione H(z, s, 7(s)), che a sua volta utilizza la FUNCTION FV
per il calcolo della I'(w, y(z)).

Gli argomenti della RKUT hanno il significato seguente:

X0 limite inferiore dell’integrale;

P lunghezza del passo di integrazione;

N numero dei passi » aumentato di una uniti;
IQ valore ¢ - 1;

TETA vettore dei ¢, (k=2,3, ..., IQ);

A matrice dei coefficienti 4,;, (i=1,...,j—1; =2, ..., IQ);
U matrice degli w,;;
Y matrice delle y(x;;).

(*) Qualora I’equazione fosse data nella forma (2) bisogna ridurla alla forma cano-
nica. In questo caso tramite la (2)’ si pud associare, nel programma chiamante, ad ogni
soluzione % della forma canonica data dalla RKUT una soluzione ¢ della (2).
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SUBROUTINE REUT

X0
p
N
10
TE
A
U
Y

OOOOOO0O0000

61
71

72

81
82
60

90

46
91

11
44

&7
48

FUNCTION FV

FUNCTION HP

T4/T4 0PT=1 FIN 4.6+420

SUBROUTINE RKUT{X0sPyIQ4N)

LIMITE INFERIORE DELL'INTEGRALE

LUNGHEZZA DEL PASSO DI INTEGRAZIONE
NUMERO DEI PASSI N AUMENTATO DI UNA UNITA!
VALORE Q41

VETTORE DEI Wy (K=2:31.,910)
MATRICE DEI COEFFICIENTI Ay
MATRICE DEGLI Xy

MATRICE DELLE ¥ (Xyy)

TA

COMMON/UNO/U(EOOylS)9Y(200915)9A(15914)vTETA(lS)
DO 48 J=1eN

DO 47 I=1s10
IF(I-1) 60s61,60
IF(J=1) T2+T71,72
Ulsl) =x0
Y(1ys1) =0

GO TO 47

JMI:J—I
Uldsel)=U(JIM1s IQ)
Y(Jel)=Y(JIMIIQ)

IF(J-N) 82+81,81
RETURN

60 To 47
U(JeI)EU(Js 1) +PRTETALD)
S=0,

IF(J=1) 90991,90

DO 46 IR=1sUM1
I1GM1=1Q-1

DO 46 K=110M}

S=S+PHA (1QsK) #HP (U(Js 1) U (TRsK) oY (IR9K))
T=0,

IMl=I~-1

DO 44 K=1sIM1

IF(A{IsK) 119449112

T=T+P#A (TsK) #HP (U (I T) s U(JeK) oY (JK))
COMTINUE

Y{JsI)=5+T

CONTINUE

CONTINUE

RETURN

END

VAL 0PT=1 FTN 4+6+420

FUNCTION FV(X,Y)
FV=-.'¢.1’
RETURN

END

yag: OPT=1 FTN 4o6+420

FUNCTION HP(X4SsY)
HP=cosenpsans
RETURN

END

(I=1s0nasd=13 J=2soanos Q)
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3 - Stima degli errori

Siano #;(x;) ¢ #,(x;) le approssimazioni della soluzione y(x;) di una equa-
zione differenziale del 1° ordine ottenuta tramite una formula pseudo-iterativa
del b° ordine e la sua «inserita » del 40 ordine.

La «proprieta intrinseca » di stima degli errori afferma che qualora le sud-
dette approssimazioni abbiano la loro parte intera e le loro prime = cifre deci-
mali coincidenti, i calcoli essendo stati espletati fino a p, p > n, cifre decimali,
si puo concludere che entrambe le approssimazioni dette coincidono fino alla
n-esima cifra decimale con il valore esatto y(z;) [5],.

Una verifica della possibilita di estensione di questa proprietd alle equa-
zioni di tipo Volterra, basata sull'uso dell’algoritmo visto nel n. 2, richiede
che in ciascun punto dell’intervallo I, = (w,, #,,;) si calcoli, ricorrendo ad
una formula pseudo-iterativa del 5° ordine ed alla sua «inserita », sia Pappros-
simazione ¥;(z;) che la ,(x;) della soluzione wy(x, - jh).

I caleoli accennati potrebbero condursi in modo indipendente facendo
ricorso a due processi analoghi del tipo di quelli contemplati dalla RKUT,
T'uno basato sulla formula del 5° ordine 'alfro su quella della inserita del 4°
ordine. Volendo, perd, ottimizzare la procedura di calcolo, si pud innestare
un processo unico che, con la massima economia nei calcoli, consenta di otte-
nere contemporaneamente entrambe le approssimazioni.

La subroutine che realizza la risoluzione di una equazione data nella
forma (2), allorche sia stata ridotta a forma canonica, & la REK, la cui lista &
nelle pagine seguenti.

Le variabili della RK hanno il significato seguente:

X0 limite inferiore dell’integrale;

P lunghezza del passo di integrazione;

N numero dei passi # aumentato di una unita;

TETA vettore dei 9, (k=2,...,7);

A matrice dei coefficienti A;; riferiti alla formula del 3° ordine

(J=2,..,7; 4=1,...,5—1);
valore di ¥; per la formula del 4° ordine;
vettore degli 4;; (i=1,...,4) per la formula del 4° ordine;
matrice degli a,, riferiti all’approssimazione del 5° ordine;
(¢} matrice degli @;, riferita all’approssimazione del 4° ordine;
valore di p;(®;;) per Papprossimazione del 5° ordine;
S0 valore di wu,;(x;;) per 'approssimazione del 4° ordine;
T valore di ¢;, per Papprossimazione del 5° ordine;
TO valore di y;, per Papprossimazione del 4° ordine;

NdduwN
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Y matrice delle approssimazioni del 5° ordine §i;(w;;);

YO matrice delle approssimazioni del 4° ordine ¥(w;:);

V5 vettore delle approssimazioni del 50 ordine dei valori di gg(z;)
riferiti alla forma (2);

V4 vettore delle approssimazioni del 4° ordine dei valori di ¢,(z;)

riferiti alla forma (2);
DH vettore delle differenze V5-V4.

Il diagramma di flusso prevede tre vie logiche distinte per i calcoli rela-
tivi ad ogni passo (v, @;,,).

La prima via, per 1 < I<IQ1— 1, relativa al calcolo dei valori di ¥ e
YO che si riferiscono ai punti di ciascun intervallo comuni per i due ordini.
Tale via tiene comunque conto che ciascun valore di Y differisce dal corri-
spondente YO a causa di quanto segue:

— diversitd dei u,(w;:), relativi ad ognuno di essi, dovuta e al fatto che
differisce il numero dei termini che li costituisce (6 termini per il 5° ordine e
4 per il 4° ordine), e al fatto che sono diversi i coefficienti dei termini corri-
spondenti (gli 4,; per il 50 ordine ed i B; nel 4° ordine);

—~— diversitdh dei p, relativi ad ognuno di essi, conseguente proprio alla
diversitd degli ¥ ¢ YO relativi al passo in questione e calecolati prima di quello
in corso.

La seconda via, per I = IQ1, per il caleolo di Y0;; e ¥;; che si riferiscono
a due punti distinti in quanto il primo ¢ I'ultimo dell’insieme e pertanto va
caleolato nell’estremo destro del passo (z = 1), mentre il secondo & segnito
da altri due valori.

La terza via, per IQ1 << I<IQ2, per il caleolo di Y, o Y, soltanto.

Naturalmente per I = 1, fatta eccezione per il primo passo, vengono asse-
gnati a Y0, e Y, rispettivamente i valori di Y0, ,; ¢ Y, ;.

I1 processo logico essendo sostanzialmente ancora quello della RXTUT,
anche la RK si avvale della FUNCTION HP per il calcolo della H(z, s, z(s)),
la quale a sua volta fa riferimento alla FUNCTION FV per il calcolo della

F(xy 7/’(5”))
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T4s74  OPT=1 FIN 4.6+420

SUBROUTINE RK(NsIQ1+IQ2yX0,P3FV,HP)

LIMITE INFERIORE DELL'INTEGRALE
LUNGHEZZA DEL PASSO DI INTEGRAZIONE
NUMERD DEI PASSI N AUMENTATO DI UNA UNITA!
TA  VETTORE DEI UK (K=2yaesaesT)
MATRICE DEI COEFFICIENTI Ay, RIFERITI ALLA FORMULA DEL 5°ORDINE
AJ=20000973 I=1l90s00erd=~1)
VALORE DI 35 PER LA FORMULA DEL 4° ORDINE
VETTORE DEGLI Agy (I=ly,e..04) PER LA FORMULA DEL 4° ORDINE
MATRICE DEGLI X3, RIFERITI ALL'APPROSSIMAZIONE DEL 5° ORDINE
MATRICE DEGLI Xy RIFERITA ALL'APPROSSIMAZIONE DEL 4% 'ORDINE
VALORE DI Hy(Xy )PER LvAPPROSSIMAZIONE DEL 5° ORDINE
VALORE DI 'j;(Xj JPER LtAPPROSSIMAZIONE DEL 4° ORDINE
VALORE DT 'y, PER L'APPROSSIMAZIONE DEL 5° ORDINE
VALORE DI ., PER L'APPROSSIMAZIONE DEL 4° ORDINE
MATRICE DELLE APPROSSIMAZIONI DEL 5° ORDINE s (Xyy, )
MATRICE DELLE APPROSSIMAZIONI DEL 49 ORDINE w, (Xy, )
VETTORE DELLE APPROSSIMAZIONI DEL 5° ORDINE DEI VALORI DI "{5(Xj)
RIFERITI ALLA FORMA [2) i
VETTORE DELLE APPROSSIMAZIONI DEL 4% ORDINE DEI VALORI DI @y (xy)
RIFERITI ALLA FORMA (2)
VETTORE DELLE DIFFERENZE V5-V4

COMMON/MHL/U(ZOO,Y);U0(20095),Y(20097)qY0120095)
COMMON/SAB/DH (200) +V5(200) 2V4(200)

COMMON TETA(T)4A(7+6)+B(4)

=1, . B
B(l)=1le/6s % B(2)=0s % B(3)=4./6, $ B(4)=]1,/6.

CTETA(2)=0.5 % TETA(3)=0,5 § TETA(4)=1.0 $.TETA(S5)=2./3,.

10

TETA(6)=0.2 $ TETA(T)=1,

A(2,41)=0,.5 N

A(341)=0,25 % A(3+2)=0.25

Alhyl)=0,0 $ A(4s2)==140 $ A(493)=2.0 .
A(S5,1Y=7,0/27,0 $ A(592)=10./27¢ $ A{543)=0. § A(5,4)=1+/27e
A6By1)=0,0448 § A(652)==0,2 § A(613)=0.8736 § A(644)=D,0864
A(695)=2=0.6048 .
A(T91)=14.0/3364 & A(7+2)=0, 5 A(T53)=0,-%5 A(7+4)=35./336,
A(7+5)=162,0/336.0 $ A(T46)=125,/336,

N1=N+1 _

DO 1 J=1,N1

DO 2 I=1,102

IF(I=1) 3343

IF(J=1)5,645

U(le1)=X0

Y{ls1)=0,

U0 (191)=Xx0

YO(191)=0-

60 70 2

U(Jyl)=U(J=19102)

Y{Jy1)=Y(J-141Q2)

UO0(Jy1)=UO0(J~1,1Q1)

YO(Jyl)=YO(J=1,1Q1)

TF(U=~N1)T79847

GO TO 2

UGy D) =U(Js 1) 4P*TETA(T)

IF(I-IQ1) 9+10414

UO(JsI)=U{Jsl)+PeZ

GO TO 14

UO(JsI)=U(JsT)
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INIZIO CALCOLO MATRICI Y E YO

14

15
17

20
18

22
16

37
24
27
28
23
202

200
34

444

FUNCTION HP1

FUNCTION FV1

445

S=0,

SO -O-f;}

IF (U= 1)15916;15

IF(I-1Q1) 17417718

Jl=gel .

IQK=IQ1 =1

DO 20 IR=1,J1

DO 20 K= 1910K . .l
SO=SO+P#B (K) #HP (UO (J, I)'UO(IR’K)’YO(IRQK))
IGKK=1IQ2~1

N0 22 IR=1sJl

DO 22 K=1s+I1QKK
S=S+PRA(IQ24K)aHP LU (JrI) sU(TRwK) s Y(IRK))

T=0,

10=0,

II=1=1

DO 37 K= 1;II -

IF(A{IsK)) 36,37,36

T= T+P*A(IyK)*HP(U(de)’U(JyK)'Y(J K))
CONTINUE

IF(I~ 191)23924334

1I=1-1

DO 28 K= 1911

IF(B(K)) 27+28,427

TO=TO+P#R (KY#HP (UO(Js 1) sUO(JsK) YO (JeKI)
CONTINUE

GO TO 34

II=1=1

DO 200 K=1.11

IF(A(IsK)) 202,2009202

TO=TO+P#A (T sK)#HP (UD({Js 1) sUO(JsK) YO (JeK)}
CONTINUE

Y{Jsl)=SsT

YO(J,y1)=80+T0"

CONTINUE

CONTINUE

RETURN

CONTINUE

DO 446 J=1sN1

Vel =Fv(U0(J,1),Y0(ded))

VB(JI=FY (U(Jel)eY(Jdsl))

. DO 445 y=2.N}

DH(J)"VB(J)‘Vé(J)
RETURN
END

T4s74  OPT=LY FIN 4.6+420

FUNCTION HP1(XyS3Y)
HP122,#FV1 (Ss¥)7(S*la)
RETURN

TENDT

74/74  OPT=1 : ETN 4464420

“FUNCTION FVYL(Ky¥r

FVisletY
RETURN

.END«

481
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FUNCTION HP2 74274  ORT=1 FTIN 4464420
1 FUNCTION HP2(XsSsY}
XMS=X~S
HP2=C0S (XMS) +SIN(XMS) #FV2(S,yY)
RETURN
5 END
FUNCTION FV2 74,74  OPT=1 FTN 4064420
1 FUNCTION FV2(X,Y)
FV2=y
RETURN
END
FUNCTION HP3 74774  OPT=1 FTN 4.64420
1 FUNGCTION HP3{X,SsY)
XMS=X=S
HP3=SIN(XMS)PFV3(SaYI#FVI(S,Y)
RETURN :
5 END i
FUNCTION FV3 74774 OPTS1 FTIN 4.64420°
1 FUNGTION FV3{X,Y}
XM=X
FV3=]1,+SIN(XM)#SIN(XM}=3,8Y
RETURN
5 END

4 - Conclusioni

La subroutine RK & stata utilizzata per la risoluzione delle 3 seguenti
equazioni integrali

= 27(8)
(E1) r(w)=l+fs+1ds,
(E2) () -—_f(cos (@w—8) ‘+ z(s) sen (z — s)) ds ,
(B3) 7{z) = 1 4 sen?s — 3 fsen (@ — s)z(s)*ds,

0

le cui soluzioni analitiche sono rispettivamente: (z - 1), @, cos.



[11] PROCEDURE DI STIMA DELL'ERRORE ... 483

Le elaborazioni eseguite, relativamente all’intervallo [0, 2] con passo 0.1,
hanno dato i risultati listati nelle tabelle seguenti, dove:

X valore della variabile indipendente;

V.E. valore vero dell’integrale calcolato tramite la FUNCTION della
espressione analitica della soluzione;

V5 approssimazione del 5° ordine;

V4 approssimazione del 4° ordine;

V.E.-V5 errore vero commesso;
V5-V4 errore stimato.

L’analisi del tabulato relativa alla (E1), che in effetti ¢ un’equazione dif-
ferenziale del 1° ordine, mostra che I’errore vero commesso ¢ dell’ordine di
10-7 nella prima approssimazione, di 10-¢ fino alla undicesima, poi di 10-°
fino alla ventesima. La stima, invece, denuncia un errore dell’ordine di 10-%
per i primi cinque passi e di 10-* per i passi seguenti.

L’analisi del tabulato relativo alla (HE2) mostra che 1’errore vero commesso
¢ dell’ordine di 10~° per la prima approssimazione, di 10-% per le quattro sue-
cessive, di 10~7 per le dodici seguenti e di 10-¢ nelle ultime tre.

La stima, invece, denuncia un errore di 10~7 per la prima approssimazione,
di 10-¢ per le nove seguenti, e di 10—° per le ultime dieci.

Iranalisi del tabulato relativo alla (E3) mostra che 'errore vero commesso
¢ dell’ordine di 10~¢ per i primi tre passi, di 10-5 per i sette seguenti, poi di
nuovo di 10-¢ per le sette successive, ed infine ancora di 10-% per le ulfime tre,
La stima, invece, denuncia un errore di 10-¢ per la prima approssimazione,
poi di 105 per le tre seguenti, di 10—+ per le quattordici successive, ed infine
ancora di 10-5 per le ultime tre.

In conclusione, per tutte e tre le equazioni lo scarto tra ’errore vero e er-
rore stimato non supera mai le due cifre decimali, per cui, se si tiene presente
che il passo usato & abbastanza grande, si pud affermare che si tratta di risultati
abbastanza soddisfacenti. Si puo ritenere, dungue, sufficientemente valido il
metodo impiegato e possibile 'estensione della proprietd intrinseea di cul
all’indagine.
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Summary

When solving initial value problems by means of «pseudo-iterative Runge-Kutta for-
mulas », one can get an error estimate by taking advantage of certain intrinsic properties
of such formulas, as shown by Sarafyan [5],.

The purpose of this paper is to show that the very same method can be extended from
the case of differential equations to the case of integral ones, when solving Volterra equations
by means of the same formulas, and to give an optimal subroutine to this effect.
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