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Loris MOLINARI (%)

Sulle omografie caratteristiche

di una trasformazione puntuale fra due piani affini (*¥)

1 - B noto [2] che, data una trasformazione puntuale T fra due piani
proiettivi e una coppia regolare (4, B) di punti corrispondenti in 7, ad ogni
retta caratteristica » per A si pud sempre associare una e una sola omogra-
fia K, tangente in (4, B) alla T, tale che r sia una retta totalmente K-lineariz-
zante. La K risulta poi essere Pomografia caratteristica relativa ad r ({5], [6]).

In questa Nota ci si pone, e lo si risolve (col metodo del riferi-
mento mobile), il problema di classificare e determinare le trasformazioni fra
due piani affini per le quali una (e necessariamente una sola) omografia carat-
teristica in ogni coppia regolare & un’affiniti.

Va notato (si veda 3) che il suddetto problema ¢ equivalente, salvo un
cas0 peraltro notevole, al problema, risolto in [3], di classificare e determinare
le trasformazioni (fra due piani affini) le cui proiettivita caratteristiche in ogni
eoppia regolare sono similitudini.

2 — Sia T una trasformazione puntuale fra due piani affini z, 7. Ad ogni
coppia regolare (4, B) di punti corrispondenti associamo due riferimenti affini
mobili (4, I, I,) e (B, J,,J,), con J, = Q(I,) essendo 2 Dlaffinitd tangente
alla 7' in (4, B). Le equazioni di 7T si scerivono allora

dd=w 5 +w I, d;=w, I +o,l,
1) (2) n=w (@E=1,2),
AdB = nJ, + ., dJi= v,J; + 7a 29

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica Applicata, Universitd, Via Vallescura, 2
40136 Bologna, Italy.
(**) Ricevuto: 2-IX-1980,
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essendo le w; forme di Pfaff nei due parametri principali e le w;, 7, ancora
forme di Pfaff nei due parametri principali e in quelli secondari.
Dalla differenziazione esterna delle (2) si perviene a due forme guadratiche

2 2
N, 0 Q=3 aywiw;, Q=2 b0;0; (@;=a;;,b;="0;), tall che
7,5=1 1,41

(5]

Q

a(l)j

Eo

(4, k=1,2).

O}

(3) T Wi =

Le rette caratteristiche r; di T relative ad A, che supporremo non indeter-
minate, sono rappresentate dall’equazione

4) W £y — w; 2y =0.
Gli sviluppi locali della 7, fino all’intorno del 2° ordine, sono
T=a-+ 10w, 9) + 3], g=y++2%@ ) +03].

Infine, la corrispondeza K-linearizzante relativa alla T ad un’omografia K
tangente alla T in (4, B), & la mappa del fascio di rette di centro A in 8é
definita da

(5) w; > 24wy, 0y) — 0o, + Ae ©03) (i=1,2),

essendo A, e A, i parametri da cui dipende K.
Fra Pomografia caratteristica XK, (4 =1,2,3) e la proiettivita caratteri-
stica Z;: 7, Q0), (j=1,2,3), esistono le seguenti relazioni:
T & di 12 specie: K; subordina &; (i,j=1,2,3; ¢ #7);
T & di 22 specie (ry s&r,=13): K, subordina &, ma non %,, K, subor-
dina &, e Z,;
© T & di 32 specie (r,=1,=1;): K=K, subordina & = Z,.

3 — Consideriamo ora le trasformazioni, che indicheremo con 1", fra due
piani affini per le quali una delle K; in ogni coppia regolare ¢ un’affinita. Si
vede subito che

Una e una sola delle omografie caratieristiche pud essere un’affinitd.

I1 problema dello studio e della determinazione delle 7" &, salvo un caso,
equivalente al problema trattato in [3]. In tale Nota infatti sono state stu-
diate e determinate: ,

le trasformazioni di 12 5pe01e per le qua,h due delle 1)101ett1v1ta @ in
ogni coppia regolare, sono similitudini, ciod tutte ¢ sole le T' di-12 specie;
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le trasformazione di 22 specie per le quali &, e &, in ogni coppia regolare,
sono similitudini, cioé tutle e sole le T di 28 specie per le quali & un’affinite
Vomografia K, relativa alla refia caratteristica doppia;

le trasformazioni di 32 specie per le quali & & una similitudine, in ogni
coppia regolare, cioe tutte e sole le 1" di 32 specie.

Restano quindi da studiare, fra le T', quelle trasformazioni, che indicheremo

con T%, che sono di 28 specie e per le quali é un’affinitd, in ogni coppia regolare,
Pomografia caratteristica K, relativa alla retia caralteristica semplice.

4 — Sia T* una trasformazione del tipo precedentemente descritto. Se
assumiamo le rette caratteristiche doppia e semplice come rette w, = 0, w; = 0
Si ha ay == @y = Qg = by = b1y = 0, by 52 0. Le (3) divengono, posto b, = a,

(6) Th— =0, Tor— Wy =0, Tip— W =0, Tag — Wy == AW, .

Per differenziazione esterna delle (6), si perviene a due forme cubiche
in w;, w,
2 3
0, = g4 wg y 0, = 3oy w1 5 + Gos 5,

tali che
AWy = 120, Ay = 1 90, da — am,, = 1 9°0,
(7) “n=F dw?’ =g Ow, fw,’ 276 0wt

Indicando poi, al solito, con J un simbolo di differenziazione esterna rispetto
ai soli parametri secondari e posto e; = w(d), t; = 7:8), en = W(0); tu
= 1,,(d), si ha (per definizione) ¢; = 0 e dalle (2), (6):{,= 0, t;,= €4 (i, b = 1, 2).
11 riferimento affine su & & cosl legato a quello su .

Dalle (7) si deduce poi 6, = €, = 0, da = aey,, per cui a risulta un inva-
riante relativo che, essendo s 0, possiamo porre uguale ad 1. Le (7) si seri-
vono allora, dopo ovvie posizioni,

(8) Wy == PWs , Wiz == W3 Wgp == (W + T, .

I tre coefficienti p, g ed » che figurano nelle (8) costituiscono un sistema di
invarianti affini fondamentali per le T* S8i hanno per essi le condizioni di
integrabilita

[(dp + pewy) w.] — pelw; w.] =0, [(dg — quy) w.] + ¢*lw; w] =0,

(9)
{{(dg — qoy) 0] 4+ [dr w,] =0,

dalle quali segue che <l sistema (8) é in involuzione e che la sua soluzione generale
dipende da tre funzioni arbitrarie di una variabile.
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Infine gli sviluppi locali di una 7%, fino all’intorno del 3° ordine, sono
T=o+§py* +41, J=y+sy—tay—§ 00—y +[4].

Da questi si deduce che la retta caratteristica doppia ¢ iperinflessionale,
mentre quella semplice lo ¢ se e solo se p = 0. Inoltre la proiettivitd carat-
teristica &,, relativa a due rette caratteristiche doppie corrispondente in £,
iperoscula in (4, B) la corrispondenza subordinata fra tali rette da una T*.

5 — Una prima proprietd comune a tutte le T* é:

Le curve caratteristiche doppie sono rette (in entrambi i piani). Cid implica
che la corrispondenza * indotta fra due di tali rette corrispondenti é una simi-
litudine.

Infatti dai sistemi (6), (8) si deduce

(10) Wiy = T1e =0 per w, =20,

da cui segue che le curve caratteristiche doppie sono refte (in entrambi i
piani).
D’altronde la corrispondenza * ha le equazioni

dd =wI,, dLh=owylL+wel, dB=wJd;, dh=ouk;+10.J:.

Segue subito, ove si tenga conto delle (10), che la &* ¢ una similitudine.

6 — Studiamo ora in dettaglio le 7. Dalle (9) segue
(11) Op=—pew, Og=gen, Or=0,

da cui risulta che p ¢ q sono invarianti relativi. Inoltre, come mostrano le (8),
le curve caratteristiche doppie sono rette di due fasei impropri (in entrambi ¢ piani)
se e solo se ¢ =0, mentre le caratieristiche semplici sono vette, necessariawmente
appartenenti o due fasci impropri, se e solo se p = 0.

Le I'* si possono allora cosi classificare
10 tipo: Trasformazioni T, (q=0); 2° tipo: Trasformaziont T (g #0).
A loro volta le T7 possono essere classificate nei due sottotipi
sottotipo Tf’l se p =0, sotiotipo Tf’z se p #0,
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7 — Sussistono i seguenti risultati.
(a) Le Til sono tutte e sole le trasformazioni di 22 specie (fra piani affint)

tali che:

(i) le curve caratteristiche doppic sono rette di due fasci impropri F*,
F* fra i quali ¢ subordinate una corrispondenza €* che non ¢ mai proiettiva ¢ in
eus st corrispondono le rette improprie dei due piant,

(ii) le curve caratteristiche semplici sono rette di due fasci impropri
fra i quali ¢ subordinata una proieftivita in cut st corrispondono le rette impro-
prie dei due piani.

(b) Le T;‘_ sono tutte e sole le trasformazioni di 22 specie (fra piani affing)
tali che:
(i) le curve caratieristiche doppie godono delle stesse proprieta di quel-
le delle T7,,
(ii) #l rapporto della similitudine F* subordinata jra due refte v € F*,
reF*% ¢ una costante arbitrariea.

Dimostrazione della (a). Consideriamo una T;; e osserviamo che,
poiché per una tale trasformazione w,, ¢ un differenziale esatto, si puo far si

N

che sia w;, = 0. II riferimento & allora fissato e le (1) si serivono

dd =, I, +w, L, , dL; =0, dlL,=rw,I,,
AB = w J; + w.J, , aJ;=0, AJy = (r + 1) w.J>

essendo [dr w,] =0.

Per dimostrare la (i) osserviamo anzitutto che i fasci #*, #* sono costi-
tuiti dalle rette parallele rispettivamente alle rette AI,, BJ,. Consideriamo
quindi in 7 (%) il riferimento (a, a,, a,)((D, by, bs)), essendo a, a, le rette AT,
Al ed a, la retta impropria di = (b, by, b, le analoghe rette di 7). Rispetto a
tali riferimenti le equazioni della corrispondenza %* sono ([1])

A = — W@ — Wyl , da, =0, db = — To b — wy b, , db, =0 .

Segue che in €* si corrispondono le rette improprie di =, #. Inoltre, essendo
Was 7= Taey 1 €F non pud mai essere proiettiva.

La (ii) si dimostra osservando che in questo caso i fasei sono costituiti dalle
rette parallele rispettivamente alle rette AI,, BJ, e che la corrispondenza 7 *
subordinata fra due rette caratteristiche semplici fra loro corrispondenti ha
le equazioni

da; =— w,a, , da, =0, db, = — wy b, db, =0 .
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La 7% & allora una proiettivitd in cui si corrispondono le rette improprie di
7, 7.

Si ¢ cosi dimostrato che una TL verifica le (i), (ii) di (a).

Sia viceversa T una trasformazione di 22 specie (fra piani affini) che goda
della proprietd (i) di (a). Assumiamo i centri dei due fasci comepunti impropri
delle rette AF, BJ, dei riferimenti mobili affini associati alla generica coppia
regolare (4, B). Quindi particolarizziamo i riferimenti come in 2 e assumiamo
come retta w; =0 la retta caratteristica semplice. Si ottengono cosi per la T
le equazioni (1), (2) con

Tiy — W1y == U2 Wa Tor — Way == Q312 Wy
Tr=0p=0, Tog = Way = by 0y

(boz 7= 2615, by 7% 0) .

Se poi la T verifica la (ii) sempre di (a) visulta w,, = 7,; e quindi w,; = 7,4, = 0.
La T' & allora una T7,.

Dimostrazione della (b). Consideriamo una Tiz e osserviamo che,

essendo p =0, si pud porre p =1. Il riferimento ¢ allora fissato, e si ha
Wiy = 0wy , Wy =0, g =T, , [deew,]=0, [drw,]=0.

Si verifica facilmente che anche per una Tl*’2 ¢ verificata la proprietd (i)
di (a). Consideriamo poi la similitudine &* subordinata fra due rette caratte-
ristiche doppie corrispondenti. Essa ha le equazioni

dd =w, I, dl, =aw, I, , dB = w,J,, dJ, = aw,J; ,
e pertanto il suo rapporto & una costante arbitraria.

81 verifica poi, con un procedimento analogo a quello seguito precedente-
mente, che se una trasformazione di 22 specie gode delle proprietd (i) e (ii)
di (b) essa & una Tj .

L’asserto & cosi dimostrato.

Dalle proposizioni (a) e (b) segue che, a meno di affinitd, le equazioni
delle T, sono

T=uw, g=Hy),

(con f funzione arbitraria di ¥ non costante né lineare), mentre quelle delle T’fﬂ
sono
T

xply) g=v),

I
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(con ¢ e y funzioni arbitrarie di y non costanti né lineari e tali che ¢* % y').
La costruzione geometrica di queste trasformazioni ¢ immediata.

8 — Passiamo infine allo studio delle T:f (g 5= 0). Dalle (11) risulta che
in questo caso si pud porre ¢ = 1 e cosl il riferimento & completamente fissato.
Le T* sono allora le trasformazioni definite dalle (1) con

(12); wy=;—hwy, Wy=DPwy, W=0Ws, Oy =Wy + Fw,,

(12); Ty = w0y — how,, Toy == PWa T2 = W2 Toy = @y + (# + 1) s,
(12), dr = hw, + ko, .
Si hanno poi le tre condizioni di integrabilita

[dhws,] + Mw,w] =0, [dhw,]+ [dkw,] — ko,w.], [dpw,]=0,

dalle quali si deduce che le T, dipendono da tre funzioni arbitrarie di una va-
riabile.

Poiché al punto P= 4 — I, comune a due rette caratteristiche doppie
di 7z infinitamente vicine corrisponde, nell’affinitd £, il punto @ = B —J;,
e risulta

(13) dP =dd4d — dI, = hw, I, d@ =dB — dJ, = hw,J, ,

possiamo classificare le T, nei due sottotipi: sottotipo T;, se h =0, sotto-
tipo T, , se b0, ‘
Dalle (13) si deduce subito che

Le T:’l sono tutte ¢ sole le trasformazioni di 2% specie (fra piani affing) tali che:
(i) le curve caratteristiche doppie sono rette di due fasci impropri (in en-
trambi ¢ piant) fra © quali é subordinate una arbitraria corrispondenza,
(ii) % centrt dei due fasei si corrispondono nella similitudine subordinaia
fra ogni coppia di retie corrispondenti.

Le equazioni delle T} ,, a meno di affinita, sono /% = f(y/»), T = @ + p(y/a),
con f e ¢ funzioni arbitrarie di y/@, la f non costante né lineare.

Notiamo che per ¢ = cost. si ottengono le T:’l relative a p = 0; in tal
caso le curve caratteristiche semplici sono rette di due fasei impropri fra i quali
& subordinata una proiettivita.
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9 — Consideriamo infine le trasformazioni T* .+ In gquesto caso, come si
deduce dalle (13) le rette caratteristiche doppie di = inviluppano una curva
¢ cosl quelle di 7. Inoltre, essendo

A2P = {d(hw,) + hewy(w, — heo)} I + ho® I,
a2Q = {d(hw,) + hw,(w; — hoy)} Iy + ko, ,
risulta QP =@, Q4P =d4Q, QAP = a:Q.

Una trasformazione T:’g si pud allora costruire geometricamente nel seguente
modo. Fissiamo due curve arbitrarie y ¢ § in m, & rispettivamente ¢ asseqniamo
una corrispondenza I" pure arbitraria fra y ¢ §. Siano poi P e Q due punti di y
e 7 corrispondenti in I' ¢ sia <7 (che esiste sempre ed ¢ unica) Daffinita fra n ¢ 7
tale che <Z(y) e § abbiano un contatto analitico del 3° ordine in Q. Se allora A ¢
un punto della tangente in P a y ¢ B ¢ il suo corrispondente in o7, (A, B) ¢ una
coppia di punti corrispondenti in una T’f
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Summary

In this paper we determine some classes of point-transformations between two affine
planes such that only one characteristic collineation is an affine transformation at every
reqular pair of corresponding poinis.



